MATEMATICAS. 4°ESO-B TEMA 1: Numeros Reales

1.- Clasifica los nimeros indicando los conjuntos numeéricos a los que pertenecen:
fra 5= — 75
E 36 2|25111||| _5 _5

2.- Representa en la recta real los numeros 17 y V13

3.- Representa en la recta real los nimeros que verifican las siguientes relaciones:
1. |x] <1 2. |x] =21 3. |x-2] <1
4. |x-2| <1 5. |x-2| > 1 6. | x-2] =1
4.- Pasar a fraccion los siguientes decimales:
0.037, 0.037, 0.037, 1.0001, 1.0001, 1.0001
5.- Calcula:
2 1 2 ¥l [(1 1 T L )
1_[(5‘§]+13[5‘1]H[i*]%} , %
6.- Realiza las siguientes operaciones:
1.55+0.1= o, 0.1+01-00l= 323:1.5=
7 .- Agrupa las siguientes potencias:

- 8T @]

GIEE R . (g Gi-34
NoNele -

Jer b G

o

8.- Opera sacando factor comun:
=1 11 1 2 1 4
.+ = 4+ =
1.14 6 4 6 2.2/ 5 7

9.- Realiza las siguientes operaciones con intervalos:



SOLUCIONES

Ejercicion® 1.-

TeR  \BBeN 225111.€0Q JSek %ez
Ejercicio n® 2.-
M7 =42 +12
V17 [
1
e ] L — ] . .
u 1 2 3 4 I'I.I|II1? 5 0 1 2 \%:l- 5
Ejercicio n° 3.-
O <
1.-[x<1 l<x<1 E (-1,1) -1 1
<—_; —>
2.- x> 1 1>x>1 XE (=0, -1] L1, +o0) '
q;-—-:-
3.-x—2|<1 -1<x-2<1 1<x<3 (1, 3) 1 3
*~— o
1 3
4.-x-2|s1 -1<x-2<1 1<x< 3x €[1, 3]
5.-x-2|>1 -1>x-2>1 1>x>3 £ (-0 , 1) (3, +0)
6.-x-2>1 -1>x-2>1 1>x>3 XE (=0 , 1] J[3, +0)
Ejercicio n® 4.-
0.037=_""_ 0037=-_ o3/ —3_34_ 17

1000 999 200 Q00 450

10001 -1 1000 | 000y - 10001 I.Dﬁﬁizlﬂﬂﬂl—lﬂ_gg';?l

LO00L = — s = 5oa ' 10000 0990 9940

Ejercicio n® 5.-




Ejercicio n® 6.-

54+01=20-9°,.1 _>°1

1.- 2 10 g 10 an
0i+0l-00f= 41 Lt _2+10-1
2. 90 a0
55.15_23-2.15_21 3 _42_14
3.- g ‘10 9 2 27 ©

90

TG -
BIBION N N

g 1

25 .8 36 81 12 36

_EI 7 98 ?_—Q'E—%—E
25 12 =Y 5T =3

NN e
1EE+E £ 46 46 614 4

1 3 1 4 1 3.1 4 1 (3 4}

_._+___:=—-—+_._=__ —_ 4+ —| =
5.5 7 5 7 T R A

1 1} 7
125

=\ 1
_(E] (EJ 36
Tyt 1T
5l =

7 7 7



MATEMATICAS. 4°ESO-B

1.

Calcula los valores de las siguientes potencias:

L 167 2 8 = I
Escribe en forma de una sola potencia:

1.30°-(-3)*-3 2.5 :5 = 3. (5%)% = 4.(5-2:3)=

5. (3%)* = 6. [(5°)*]* = 7. (8%)3= 8. 35.(-2:3)3.2%:3%=
9.2°.2%.2= 10. 27:2°% = 11. (29)* = 12. (9%)?%=

13. (2°)* = 14. [(22)1°= 15. (43)?% = 16. (4°%)? =

Extrae o introduce factores en las raices:

1.¥2-3.5 2. Y2735 3.243 4.2 -3 Y6

Poner en indice comun: "‘5 22 .3 Ve . 37
Realiza los siguientes productos y cocientes:
1.2 /6 = 2.¥3-%0.427- 3 V12336 -
{128 _ ¥4 _ V256 _
4. Y16 5. 2 6. Y16

Halla las sumas:

L 2312 -3/75 427 = 5. 24 - 56 + /486 -
5 25+ /45 A80-.J8BO= , ¥54-316+3250-=

Realiza las operaciones:

RS e (2 (-2)-

3.

, (25 +3+2)- 25 -3z ) = 5ﬁ+m+ﬁ%

Opera y simplifica

Ll s e ot

o ath _
5.2‘\/’_ 2+\f§ 6.1‘!{[5_{.’.) a-b 7.[

Racionaliza y simplifica:

5 1 2 2 342 -243 _
L2, 3B 3.3+43 4. B2 5 332 +243

TEMA 2: Potencias v Rai®s



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

| 167 =416 - J(207 =2 =20 -
g _JF - :aj(f)‘* _g2r 27
75 3
075 _ 100 _ T 3 4 1z
. 81°7° = 811™ = 81% = /81° = #f(3*) = {3
, 8 89 _ 83 ~J2_3

Ejercicio n® 2.-

1.30°-(-3f-3=(2-3-8)-.3.3=2.3.5.3.3=2.3.5=2%3%5°

2.5 :5=5" 3. (5%)*=5% 4.(5-2-3f=30
5.(3)*=3" 6.15)7° =69 =5" 7.(8)°=[(2)]=(2)y=2"
8.3.(-2.37. 23" =-3.2.3.23'=.2° 3* 9.22.2.2=21 10.2": =2
11.(2)'=2" 12. (9 = (@)= (@) =3" 13. (2% =27

14.[23)1°=(2"9)%=2°=1 15.(@*=[(21)?= (P)*=2'? 16.(4H)?=(D)*= 28

Ejercicio n® 3.-

1 &_32_55 =352 55 2-4&?_3'14_54=2_33_5'4,|23_32

3 243 =+22-3=412 423 E=42) (@) 23-242° 3% 2. 3-42° 3°

Ejercicio n® 4.-

m.c.m.(z, 3'4) 12 , 1%{2_0 1z|'(22 )4 ] (32)4 12)(22 )3 ] (33 )3 ’ 1%'? 1258 . 38 12|I|2li . 39
Ejercicion®5.-

12 JE=V12=-22.3-23

> NE-%@-"I"_Q? _ 1%/3_5_1%/(32)4 _1%/(33)3 _ 1%(35 .3 39 =1g_.rf323 _ 3 12311

15 y5p . 12 Y36 —\{22 2. FY 42" 3 273 -2 . F -6%2" 3

z
t128 _ [128 52?_51?:\5 ¥ _ @ _ 2 2 5

. 416 V16 ) s 2 12 V2 7

,fz_ (256)° JQ?
162 28 E E 223.{'2_2 4 34




Ejercicio n® 6.-

L 212 -3/75+ 27 =227 3335 + 37 =43 -153+33=-83

s 2456+ 486 == y2° 3 -5 +42 -3 == 2/6-5/6+ 96 =566
3.25+/454+ 180 /B0 == 2 5 +37 5427350 5 ==25+3./5+6/5-4/5=7./5

s 454161 ¥ 250423 -¥27+y 2 v -=3¥2-23 2453 2-632

Ejercicio n® 7.-

<-.n

(N7 a) == (V7] -2 N7 24 (2] s 724+ 2-9- 2414
2( V3] ==27-2:2 \E*(*F) “_4_-43+3-7-4/3

| [ 2) [f5-2) o= (6] 2= 5- 41

(2 P3R5 32 ) = ) - (e ) << 2 () -2 () -

59220182

2
=$f24+$;‘2-53+2/?_ _=2y2+52+32- 2
: 3fn2 322_%,{5

1.

M

4.

2@ LU

Ejercicio n° 8.-

IO T (P I

N R X ) 3
312 41 }“za[lz)“-;f]s)“ 322 3) -18=_18_3(2—s_34_18 (2° - 3*f ot 38



Ejercicio n®9.-

S _ 542 5.2 5.2 5.0

LM 2R 2 22 4

1 33 :332:%@

I
> 2(3-48) 6-28

3lm3' [3+43) (3-+3) 32—[5)2 69_23526 E?N@=33J§
\([2_ ﬁ'(ﬁ’f\'@) = o6 + 20 =2+\E=2+~E

LB-f (B-R)BeE (B (2] 372
32 (-2 a-2E) | (BR8]
T (BE-2E) -2 (32) - )

(37 23225325 9.2-12y6+4-3_ 18-12/6+12  30-126
(3] (245 9.2-4.3 - 18-12 6

-5-2J6




MATEMATICAS. 4°ESO-B TEMA 3.1: Polinomios

1.- Indica cuales de estas expresiones son polinomios e indica su grado y término independiente.

7 2
NP - -2 = -k =7
1. x"=3x°+2x*+5 2. \";+7x2+2 3. 2 4, x*
5. x°+x°+x° 6. x—2x °+8 7. 1-x*
2.- Realiza las siguientes operaciones con polinomios:
1. 2x2y3z + 3x2y3z = 2.2x -5’ = 3.3 - 2x*+7xt = 4. (12%%) - (4x) =

5.502xy’z) = 6. (5x°y'z)(2y’z) = 7. (18x°y’2’)(6x’yz)) = 8. (-2x°)(—5x)(—3x%) =

9. (12x)) : (4x)=  10. (18x%*2") : (6x° yZ %)= 11. (36x°y'zY) : (12x°y) =
Z 4—2
6x7y = 24x% * + 18y ® - 48x 1y * 12x°y° + 18x°y7 - 48x'2y°
12, 3xHyiz? 13. B2y ® 14. %7y

3.- Dados los polinomios: P(x)=x"—2x>— 6x — 1 Qx)=x"-6x"+4 R(x)=2x"—-2x-2
1. P(x) + Q(x) —R(x) = 2. P(x)+2Q(x)—R(x)= 3. Qx) +R(x) —P(x)=

4.- Realiza las siguientes operaciones con polinomios:
1. x'-2x*+2) - (x* - 2x +3) = 2. (2x*—5x+6)- (3x* —5x° —6x*+4x — 3) =

3. (xX"—2x° - 11x*+30x —20) : (x* +3x—2)= 4. x°+5x" +3x* —2x): (x* —x +3) =
5. (X +2x°—-x—8):(x*-2x+1)= 6. (X +2x+70): (x+4)= 7. (x°-32):(x—-2)=

5.- Desarrolla las siguientes expresiones:

1. (x+5)°= 2. 2x—5)= 3. 3x—2)-(3x +2)= 4.2x—3) =
5. (x+2)= 6. 3x*—2)Y= 7. 2x+5) = 8. 9x*—25=
9. (x*—x+1)y = 10. 3x*—2x) - 3x*+2x) = 11. (-3x+35)-(-3x—5) =

6.- Aplicando el teorema del resto, halla el resto de las siguientes divisiones:
1. X —-2x"-3):(x-1) 2. 2x' -2 +3x*+5x+10): (x +2) 3. x*-3x*+2): (x-3)

4. x>-5x-1):(x-3) 5.x-1):x+1 6. (xX*-2+x*+x-1):(x—1)

7 .- Comprueba que los siguientes polinomios tienen como factores los que se indican:

1. (x’—5x — 1) tiene por factor (x — 3) 2. (x*—1) tiene por factor (x + 1)
3. x*—2x +x*+x— 1) tiene por factor (x — 1) 4. (x'* — 1024) tiene por factor (x + 2)
8.- Hallar a y b para que el polinomio x> — ax + b sea divisible por x> — 4.

9.- Determina a y b para que el polinomio x> + ax? + bx + 5 sea divisible por x> + x + 1.

10.- Encontrar el valor de k para que al dividir 2x> — kx + 2 por (x — 2) dé resto 4.

11.- Determinar el valor de m para que 3x*> + mx + 4 admita x = 1 como una de sus raices.
12.- Hallar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por x> — 4 y se anule para x = 3 y x= 5.
13.- Calcular el valor de a para que x> — ax + 8 tenga la raiz x = —2, y calcular las otras raices.



SOLUCIONES

Ejercicio n° 1.

1. Grado: 5, término independiente: 5.
2. No es un polinomio, porque la parte literal del primer monomio estd dentro de una raiz.
3. Grado: 3, término independiente: —7/2.
4. No es un polinomio, porque el exponente del primer monomio no es un nimero natural.
5. Grado: 5, término independiente: 0.
6. No es un polinomio, porque el exponente del 2° monomio no es un nimero natural.
7. Grado: 4, término independiente: 1.
Ejercicio n®2.-
1. 2x2y3z + 3x2y3z = 5x2y3z 2.2x° = 5%’ =— 3%’ 3. 3x = 2x* + 7x* = 8x*
4. (12x%) - (4x) = 48x* 5. 10x%y’z 3* 6. 10x°y’7’
7. 108x%y’z’ 8. —30x° 9. 3x’
10. 3x’yz’ 11. 3xy’z’ 12. 2xy*
13. 4x’y+ 3x%y* — 8x" 14. 4xy’ + 6x°y° — 16x'%*
Ejercicio n®3.-

1. PX)+Q(x) —~RE) =x'—2x" —6x— )+ (x> —6x* +4)— (2x* —2x-2)=x"-2x* —6x— 1 +x* —
—ox>+4-2xtroxr2=x*-xt P ket —ex +2x — 1+ 4+ 2=—x*+ x> -8 —4x + 5

2. PX)+2Qx)-Rx)=(x"-2x—6x—1)+2-(x’ —6x* +4) - 2x* —2x —2)=x"—-2x —6x — 1 +
+2x0 = 12x% + 8 — 2x* + 2x + 2=x* — 2x* + 2x% — 2x% — 12x% — 6x + 2x — 1 + 8 + 2=—x* + 2x°— 14x>-4x+9

3. QX)) *Rx) - Px)=(x>—6x*+4) + 2x* —2x —2) - (x* - 2x* = 6x — 1) =x’ — 6x* + 4+ 2x* —2x -2 —
—xt i ox =2 - x X -6 2 2x + 6x + 4 -2+ I=x P — 4+ 4x + 3

Ejercicio n’4.-

1. X -2 +2) - (xX* —2x +3)=x°— 2" +3x* — 2x* +4x’ —6x* + 2x* —4x + 6 =x - 2x° — 2x* + 3x* +
a4+ 23— 6P —Ax+6=x 2 +x* + 4P - 4x* —4x + 6

2. (2x*—5x+6) - (3x*— 5 x> — 6 x> +4x — 3) = 6x°— 10x” — 12x" + 8x® — 6x> — 15x° + 25x” + 30x> —
—20x% + 15x + 18x* = 30x> — 36x% + 24x — 18 = 6x° — 10x° — 15x° — 12x* + 25x* + 18x* + 8x*> — 30x> +
+30x> — 6x2— 20x> — 36X + 15x + 24x — 18 = 6x° — 25x° + 31x* + 8x> — 62x> + 39x — 18

3.
xt o =2x7 =11+ 30x - 20 | x%+3x-2

C

ot o3t 2t
- B - Qx? 430N
Bux? 4+ 15x% -1 0w
B %%+ 20x - 20
-Bx? -18x +172
2x - 0

4.

P + 5t + 3% - 2w | M -x 3

A VIRV TV

x* e 2wt

-xP e x5

3t = 3t + 37

=3t 4 30 -0t

- Bt = 2
Gx* -6x +18
- B8x +18



5.

x5 + 2ne? -x -8 |x2—2><+1
-x% 4 2xt - xF x?+2x%+5x + 8
2t + w7

- 2xY+ d® - 2x7
Sx*-2 x7P- x
-Sx* +10x2% - Sx

Sxi-6 x-8
-Gx* +16x -8
10% - 16
6.
1 0 2 70
-4 -4 16 -72
1 -4 13 |£ C(x)=x"-4x +18 R(x)=-2
7.
1 0 0 0 0o -32
2 2 4 g 16 32
L 2 4 g 10 I—DC(X)ZX4+2X3+4X2+8X+16 R=0
Ejercicio n’5.-
1. (x+5)°=x*+2-x-5+5=x?+10x+25
2. (2x =5 =(2x)*—2-2x -5+ 5 =4x>—20x + 25
3. 3x—2)-Bx+2)=(3x)*—2*=9x*— 4
4. 2x-3P°=02x-3) - (2x—3)=...=8x—36 X"+ 54x— 27
5.(x+2°=x+6x"+12x + 8
6. 3x*—2)=(x)?+27-2-(3x%) 2= 9x"— 12x* +4
7. (2x +5) =8x> + 60 x> + 150x + 125
8. 9x*—25=(3x+5) - (3x— %)
9. (xX*—x+ 1)Y= —x+1) - X-x+1) =)+ (x)P+12+2x7 (—x) +2x> + 1 + 2+(~x)1 =
=x* P+ -2+ 2 - 2x =x -2 3P - 2x + 1
10. (3x* —2x) - (3x* +2x) = (3x°)* — (2x)* = 9x* — 4x*
11. (-3x+5) - (3x—5)=(3x)*—5°=9x>— 25
Ejercicio n’6.-
LRI)=1-2-1"-3=—4
2.R(-2)=2-(-2)"=2- (-2 +3-(-2)*+5-(-2)+10=32+16+ 12— 10+ 10 =60
3.R(3)=3"-3-32+2=81-27+2=56
4.R3)=3"-5-3-1=27-15-1=11
5. RC1)=(-1D)*-1=0
6. RH=1"-2-P+1%+1-1=1-2+141-1=0
Ejercicio n’ 7.-

1. (x* — 5x —1) es divisible por (x — 3) si y s6lo si P(x =3) =0.
P(3)=3>-5-3-1=27-15-1+#0, por lo tanto (x — 3) no es un factor.

2. (x® = 1) es divisible por (x + 1) si P(x =—1)=0. P(-1)=(-1)°—1=0, (x + 1) es un factor.

3. (x*—2x* + x* + x — 1) es divisible por (x — 1) si y solo si P(x = 1) = 0.
P(1)=14—2- P+1%24+1-1=1-2+1 +1 —1 =0, por tanto (x — 1) es un factor

4. (x'" = 1024) es divisible por (x + 2) si y sélo si P(x =—2) =0.
P(-2) = (-2)"" - 1024 = 1024 — 1024 = 0, por tanto (x + 2) es un factor.



Ejercicio n’8.-

P(-2)=(-2°-a-(-2)+b=0  -32+2a+b=0  2a+b=32
PQ2)=2"-a-2+b=0 32-2a+b=0 —2a+b=-32
Za+b= 32
-Za+h =-37
2b= 0 b=0 a=16
Ejercicio n’9.-

o +ax? + b + 5 |x2+x+1
-2 - %7 - % x+a-1

(a-1)x*+(b-1)x +3
—(@-1)xF-{a-1ix-a+1
(b-alx-a+6

b—a=0 —-a+6=0 a==6 b=6

Ejercicio n’ 10.-
P(2)=2-22—k-2+2=4 10—-2k=4 —-2k=-6 k=3

Ejercicion®11.-
P()=3-1"+m-1+4=0 3+m+4=0 m=-7

Ejercicio n° 12.-
(x—3)(x=5) (x*—4)=(x> =8 x + 15)(x*—4)=x" — 4x* — 8x” +32x + 15x* — 60=x"—8x’+11x*+32x—60

Ejercicio n°13.-

P(-2)=(-2)]-a-(-2)+8=0 —8+2a+8=0  a=0
1 o 0 8

-2 -2 4 -8
1 -2 4

U x+2)-(x2-2x+4)
L 22 dd 2:T06 _2:17
7 2

2 No tiene mas raices reales.

x*—2x +4=0;



MATEMATICAS. 4°ESO-B TEMA 3.2: Factaizacion

1.- Factoriza los siguientes polinomios:

1. x3 + x? 2. 2x* + 4x? 3. x> - 4 4. x* - 16

5.9 + 6Xx + x> 6.%x>-x-6 7. x* — 10x? + 9

8. x* —2x2 -3 9.2x* + x> - 8x? - x+6 10.2x> - 7x?2 + 8x — 3

11. x> - x2 -4 12. x>+ 3x> -4x - 12 13. 6x3 + 7x%2 - 9x + 2
14. 9x* — 4x? 15. 2x°> + 20x3 + 100x 16. 3x° — 18x3 + 27x
17. 2x3 — 50x 18. 2x° — 32x 19. 2x%> + x — 28 20. 25x% - 1

21. 36x° — 49 22. x> - 2x 4+ 1 23.x%> - 6X + 9 24. x%> — 20x + 100

25. x2+10x +25 26. x2 + 14x + 49 27. x> — 4x%? + 4x 28. 3x’ — 27x

29. x2 — 11x + 30 30. 3x%> + 10x + 3 31.2x%> — x — 1

2.- Simplificar las fracciones algebraicas:

X2—3X= X2—3X= wE =2 _
1 X+ 3x 2. 3-X 3. X -xF-ox+1

x?=Bx+6 _ )% =2x -3 _ x? -19x -30 _
4. XP-TFx 12 s . 6. %7 = 3? —10x

3.- Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

1, 2« 1 _ x+2 1
ox o+l oxTo1l o x -1 5 xF -1 w—1
x2-2x  xP+dx+d 9-6x+x% x?-5x+6H _
3. X -5x+6 x* -4 4. 9 — x* 3x® - Ox
x+2 x4 P4 3P - A 12 dx - 2xF
5. x +dx+d x7+8 6. P+ 2x -3 X -2xF e x
a =
1

o) o) b)),
X+ - —— = X+ N ——1-= 1+
- x =1 x -1 . =1 x =1 9. v



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

1. +X¥ =X (x+1) La raices son: x=0yx=-1
2. 2% + ¢ =28 (X% + 2)

Sélo tiene una raiz x = 0 ; ya que el polinomfot+2, no tiene ningun valor que lo anule; debido a
gue al estar la x al cuadrado siempre dard un mipesitivo, por tanto es irreducible.

3.x*-4=(x+2)-(x-2) LasraicessonX=-Xy 2
4.x-16=(%+4) - -4 =(x+2) - (x-2) - bx+4) Las raices son x = -2y x = 2
9+ 6X+ X = (3+J¢L’)2

Lol

2 2
5 3 23 x X Laraizesx=-3.

6. X*=x-6=0

2%im5 -3
X=1iq.i'12+4-6=ltm=1i5=
2 2 2 i

2 _ x -
X' -x-6=(x+2) [x-3] Las raicessonx =3yx=-2.

7. x4 = 10¢ + 9 X =t X-10€6+9=0 £-10t+9=0
18
I S
=1011,"102—4-9=101«f100—36=101~.f6_4=10i8=
2 2 2 Z 5
\t2=§=1
x? =0 X = +.J0 = £3 x? =1 ) o=+l = +1
X' =108 +9=(x+1)- (x-1) - (X +3) - (x - 3)
8. x*'-2¢-3 X =t £-2t-3=0
6
R
I=2¢q#22+4-3=2¢,4‘4+12=2¢\fﬁ=2i4=
2 2 2 2 .
\t2=?=—1
x% =73 X=i-\.n'§ x2=- ¥ =tJ-1 R

x4—2x2+3:(>@+1)-(x+'\"§)-(x—“@)



9. 2¢'+x*-8¢-x+6

1 Tomamos los divisores del término independietite+2, +3.

2 Aplicando el teorema del resto sabremos parargloees la division es exacta.
P1)=2-1+2®-8.-2-1+6=2+1-8-1+6=0

3 Dividimos por Ruffini.

2 1 -8 -1 6
1 2 3 -5 -6
2 3 -5 -6 0

4 Por ser la division exacta, D=d - ¢ (X -Dx°¢ 3 -5x-6) Unaraiz es x = 1.
5 Continuamos realizando las mismas operaciongsgaindo factor.

6 Volvemos a probar por 1 porque el primer factmirfa estar elevado al cuadrado.
P1)=2-i1+3.f-5.1-60 P(-1)=2-(-#+3-(-1j-5-(-1)-6=-2+3+5-6=0

2 3 -5 -6
-1 -2 -1 S
2 1 -6 0

(x =1) - (x +1) - (2% +x —6)
Otraraiz es x = -1.

8 El tercer factor lo podemos encontrar aplicamdecuacion de 2° grado o tal como venimos
haciéndolo, aunque tiene el inconveniente de gloepg@lemos encontrar raices enteras.

9 El 1 lo descartamos y seguimos probando por — 1.
P(-1)=2 - (-B+ (-1) - 6£0
P2 =2-2+2-6%#0

P(-2)=2-(-H+(-2)-6=2-4-2-6=0

2 1 -6
-2 -4 6
2 -3 0 (x=1) - (x +1) - (x +2) - (2x -3)

10 Sacamos factor comun 2 en dltimo binomio.  2x-23(x — 3/2)
11 La factorizacion del polinomio queda:
2+ -8¢-x+6=2(x-1)-(x+1) - (X +2) - (x - 3/2)

12 Lasraicesson:x=1,x=-1,x=-2yx2 3/



10.2X - 7¢ +8x - 3 P1)=2-3-7-F+8-1-3=0

2 -/ g -3

1 z -2 3
2 =3 5 0 (x =1) - (2% - 5x + 3)
2 -5 3
1 2 -3
Pl)=2-£-5-1+3=0 2 -3 0
(x =1¥ - (2x =3) =2 (x - 3/2) - (x -1) Las raices son: x =3/2yx=1
11.x°-xX-4 {1, 2, +4 } PL)=1-7-4#0 P(-1) = (-3 - (-1F -4#0
1 -1 0 -<
2 2 2 4
PR)=22-22-4=8-4-4=0 1 L 2 L (x—2)R+x+2)

X2+x+2=0

N I Y R T
o 5 S

(x-2) - (R+x+2)

Raiz: x = 2.
12. X3+ 3¢ - 4x - 12 {#1, 2, 3, +4, +6, +12} P(A)Z#3-f-4.1-12:0
P-1)=(-1§+3 - (-15-4 - (-1) - 12t 0 P2)=2+3-2-4.2-12=8+12-8-12=0
1 3 -4 -12
2 2 10 12
1 5 5 0 (x - 2) - (R +5x + 6) %+5x+6=0

(x=2)-(x+2) - (x+3)

Lasraicesson:x=2,x=-2,Xx=-3.



13.6XC + 7%¢— 9x + 2 {#1, +2} PA)=6-3+7-%-9-1+2:0
P(-1)=6-(-D+7-(-15-9- (1) +2£0 P2)=6-3+7-2°-9.2+2:0
P(-2)=6-(-2)+7-(-2§-9-(-2) +2=-48+28+18+2=0

6 7 -9 2

-2 “12 10 -2
° b0 e2) - (8R-5x+1) 6% -5x+1=0
L6 1

-6 .1

L 57-46 5:J55-24 S5:l s5:1 7 12 2

12 12 12 12

N, = 2ol

£1z2 3

6-(x+2) (x—1/2) - (x - 1/3)

Raices: x = - 2, x = 1/12 y x= 1/3

14.9¢ -8 =x% - (9¢-4)=%X - (3x+2) - (8x - 2)

15. 2%+ 20x + 100X = X - (X + 20X + 100) = x - (X + 10¥

16.3XC— 18X + 27x = 3x - (X— 6xX¢ + 9) = 3x - (% — 3Y

17. 2 - 50x = 2x - (k= 25) = 2x - (X + 5) - (X - 5)
18.2C—-32x=2x- (X-16)=2x - (R+4) - (£ -4)=2x - (R +4) -(x +2) - (x - 2)

19. 2 +x-28;, 2%+x-28=0 2%+ X —-28=2(x+4) - (x-7/2)

-1 14(—1)2—4-2-28 _-1xf1+224 -1%4225  -1+15 _ 7
Z Z A Z

X:

20.25¥ — 1 = (5x +1) -(5x — 1)
21.36X-49=(6%+7)- (6% -7)
22.X°-2x+1=(x-1
23.X°-6x+9=(x-3)

24. x* - 20x + 100 = (x - 16)
25. x>+ 10x + 25 = (x + 5)

26.X°+14x+49=(x + D)



27. X - 4% +4x =x - (R—4x +4) =x - (x - D)

28.3x = 27x=3x - (R=9)=3x - (R+3) - (X - 3)

29.x*-11x+30 =0 %—11x + 30 = (x =6) - (x =5)
12
p¥m5 70
L l124117-4-30 5+4121-120 1141
2 2 2
10
\.x2=?=5
30.3¢+10x+3=0 3%+ 10x +3 =3 (x - 3) - (x - 1/3)
AT 8
X=1Eli«.l"1[]2—4E-3=13t-\f1[][]—36=101ﬂ=1018='
6 5 6 6
\_q.-‘<2=
31.2¢-x-1=0 2%-x-1=2(x—-1) - (x +1/2)
il
st
oolyE-42 12148 1245 123
4 a 4
gy 21
2 g 2

Ejercicio n® 2.-

2

e X% -3 [X_B)

1 KZ+3x  X(x+3) (x +3)

x? =3x _ _X[x-3) _ -x{x-3]

2. 3-x - -3tx

C(x)ern) X+ 2)

XEP4x =2 .
3 X -xT-x+1 (x -1} [x*-1) ()f.' _1J

(-2 (-3 (x-2)

x*-5x+6H _
4 KTl X3 x4 (x-4)

xo2e-3 (x+1)(x-3) __ (X=3)
5 xi-x-2 X-2)(x+1) (X_Z)

w310y —30 [*r2)(x+3) (-5 x+3

6. P _3Z-10x X (x+2)(x-5) - X




Ejercicio n® 3.-
xE-1 z(x+1)-(x—1)

1 2 1
v m.em.(x +1, x* -1, x -1} = (x +1) (x - 1)

1. x+1 Xz—i_X—1=;

X-l+2x-(x+1) _X-1+2x-x-1_ P =7 _ 2-(x-1y ?

IR e e VR e Y I O IR O R CEVH CEs VN P |

x]—1=(x—1)-[xz+x+1)

i = m.em.(x’ =1, %= 1) = (3 = 1) [x* + x +1]

Q-6Bx +x% x2-5x+6 _=
4, 9-x° 3x* - Ox

(3-xV (x-3) [x-2) (3-x)-(x-2)

(3+x) (3-x) 3x(x-3) 3x-(3+x)

x+2  xi-d _ [(x+2)[x7+38)
X% +dx + 4] (%7 - 4)

5_x2+4,><+4',:-«:'3+8= (
2 (e (P2 d) X 2x+ 4
r2F (X 2) (x -2) Xt 4

WP+ Ew? - A -12 dx — P2 =(XS+3X2_4X_12)'[X3_2X2+X)
6 x4 D - 3 :X3—2>{2+X= (X2+2X_3)'(4X_2X2)

(=2) e+ 2) (e o3y x| Z(xm2) (e et

o (x#2)(x-1)
(x +3) (% -1} Zx (2~ x) 20 (-2 +x) - 2




o) b
7. x -1 x =1

xP(x-1-1)(x-1+1)

(x - 1) x-1F  (x-1f

[X+ X ]I[X—L] =X(X—1)+X X(X-l}—;—»{=
8 *o Xl x -1 % -1

)P oxax xPowo-x o KT XE-2x X (x - 1)
T T w1 x-1 T ox-lox-1l X (x-2)(x-1)
9.

X XXk ok Xx+l)
et f o1 1+~ WAl D+l Dl
1+~ XN+l ¥ +1 W+ Wt 1




MATEMATICAS. 4°ESO-B

TEMA 4: Ecuacimes

1.- Resuelve las siguientes ecuaciones de 1" grado:

2.- Resuelve las siguientes ecuaciones de 2° grado:

1. x*=Bx+6=0 5. Zxt-Tx+3=10

4. X°=-2x+1=10 5, x*+x+1=0

7. 2x-3=1-2x+x* g x2+(7-xf=25

18 =6x +x(x-13)

10. - X>+4x-7=0 11.
2
13, X+ +2y =380, x2_5y_g4-0
wt-Lylog 2y2-0
16. &) 3 17. 5
19. 2xi-Bx =0 20. ¥2-25=0
22. 12¢-3x=0 23, 4x*-16=0

6[X;1—2X1(;3]=32}(—%]—%[3}(—2) 2-

1. 2.
E[X-[l—x_z] +1=x 2—[—2-[X+1)—

3, 3 3 4.

3x
z 3 12
N -3 2w  Ox -3
—|==- + 3
3 12
3, —xi+7x-10=0

6. ¥x*-dx+d4=0
9. 7X*+21x-28=0

12. 6X°-5x +1 =0

AxP-Bx+2=10

18. X2—5}<’ =0

21. 2x*+8 =0

24. Bx*+3x =0

3.- Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:
1. X"~ 108 +9=0 2. X1-13x*+36 =0 3. X'~ 61X +900=0
4. x*-252+144=0 5. x*-16¢-225=0 6. X"-7Ix¥+6=0
4.- Resuelve las siguientes ecuaciones racionales:
1 1 1 1 1 3 =13
1. % -1 2_X—2+X+2=X2—4 3_§=1+ 6
5.- Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:
1. A2x -3 -x=-1 5 fox+rd-1=2x 3. 3fx-1+11=2x
4. Ax +ofx -4 =2 5. y2x -1 +4fx+4 =6
6.- Resuelve las siguientes ecuaciones polindmicas:

1. 2¢ 43— 82— x +6=02. X*+12x°-6dx>=0

4. x3-¥-4=0

3. 2 -7¢+8x-3=0

5.6C+7¢-9x+2=0 6.Xx+3¥-4x-12=0



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

6[’“1_2X‘3]=3[§x—1]—§(3x—2) O(x+1) 6(2x-3) 9 _3_9 ,6
R a7 4f 8 8 16 4" 4 8 8
6x+6 _12x-18 9 3 9 6

3 16 a4 2 8%"g momi(s 16 4) =16

2(6x 1 6) (12x 18)-35x 12 18x 112, L2% +12=12% +18 = 36x =47 - 18x +17

18x =30 Sw=5 x'=§
12+418=36x- 18x =

W -3 =2X_5X—3+

2=1"2 [x+1) -5 3x
2. 2z 3 12
2—[—2){—2—_X_3]:2_X_5X‘3+3X
Quitamos corchete: 2 3 12
2+2¥+2+X_3 =§—5X—3+3X

Quitamos paréntesis: 2z 3 12

Quitamos denominadores: 24+24x +24+6 (x - 3) =8x —(5x - 3) + 36x

Quitamos paréntesi324+ 2n + 24+ 6x - 182 =8x —Sx + 3+ 36 x
Agrupamos términosidy + 6x - Bx + 5x - 36x = 3-24-24 4+ 18
Sumamos: ~—Fx =-Z7

Dividimos los dos miembros por; -9 ¥ = 3

2>a’—1—><r—_2 +1 =¥ —x—1+:"{_2 +1 =%
3_3 3

2 Z2x-4 ~
—_x-=+ + 1= =

8] 9 By -6+ 2% -4+ 9 =9 -x =1 X =-1

N -3 2% By -3 - x -3 2w B -3

2--2 1)- = - 3w 2|25 -2 - - = - 3
4_[':“3'213 1z+X.[} 2]3 2 7
5 Dw b 7 X =3 2% 5w -3 2y
PN T et T T e T 244 24x + 24+ 6 (x - 3) =8x — (5x - 3] + 36x

24+ 24y + 24+ 6x =18 =8x - 5x + 3+ 36X -9y ==27 =273



Ejercicio n® 2.

1 X5 -5x+6=0
/X1=g=3
X=5+J52—4 6 _5+425-24 5x41 521
2 2 2 2 4
M= ==
Sy Xy 5
5 2x*-Tx +3=0
x=12—3
=2 -
X=?¢qﬁ?2—4-2-3=?¢J49—24=?¢E=?¢5=/ N
il 4 4
\_‘X =E=£
4 2
s -x2+7x-10=0 (1) [=x*+7x-10) = (-1)'0 x2-Tx+10=0
/X1=g=5
X=?¢q#?2—4-m=?¢J49—4D=?¢\@=?¢3=
2 2 2 2 4
\X2=§=2
L_2%428-41 _2244-4 _2+y0 20 _2_,
4 XE -2 +1=0 Z Z 2 2 2z
1+ 174 143
2 - - E—_’R
5 x5 +x+1 =10 2 2
X=4i«f16—16 _4_,
6. ¥ -dx+4=0 2 2
X=4iq;1|5—16 _4
7 Ix -3=1-2x+x° P —dx+d4=0 2 2
8. x>+ (7 - xf =25 X +49 — 14x + £=25; 2% —14x + 24 =0; %7x+12=0
x,=4
oo 7%N49-48 721 /S
2 2 N
9. 7¥+21x-28=0 %+3x-4=0
xo=1
3% +16 _-3:5 _
2 2 .
xuﬁ"fE:_q



% = - ¢ R
10. —-X+4x-7=0 X-4x+7=0 2 2
11, 18=BxHx(X-13)  qg-fx+x?-13x  x2-7x-18=0
/x1=§=9
_7xA0+72 _ 74121 7211 _
2 2 z
Sy X =j=—2
22
6 1
- AT TS
. 5:45°-4¢ 5:475-2d4 Sz T Si:1
8 12 12 12 12
\_,‘_,&;'=i=l
12.  6X-5x+1=0 212 3
z
13 X[ +2)7=380  nzii2idgx+4-580 22 + dx —576 = 0
x, =16
Xz—zi«f4+1152=—2134= /
2 2
X2+ 2% -288=0 N K, =18
/x1=22_4=12
L _5t425+336 54361 _5%19
2 2 Pl
N L
14 x?-Bx -84 =0 2 =
15, dxF-6Bx+2=0
g
AT gt
5t f-€)-442 5:+36 32 6+ 6:-2 7
o 8 i g T8 T8 .
K, m ===
8z
(8.2
7+ TC4 62 7:435-d8 7+ 1 71 7 123
2 7 +1—O x= 12 B 12 T2 1z .
6. 6773 7. 6x?-7x+2=0. NV
2 o
—x==10
17. D Zx* =0 x =10
1s  x%P-5x=0X[x-5)=0 x =0 x-5=0 x-5

19 2x%-6x =0 2x(x-3)=0.2x = O ¥ =0 ¥x-3=0  x=3



- S
¥0=25 x =125
20, X2-25-0 N Kp= 25 =5
21, 2x*+8=0 2x*=-8 x*=-4  x=1J-4¢R
22. 12¢-3x=0 4%-x=0 x-(4x-1)=0 x=0 4x-1=0 x=1/4
/ﬂx1=2
4x? =16 x?=4 X = 4
23, dx? -16 =10 N, = 2
. 1
o4 BxZ+3x =0 3x (2 +1) =0 3x =0 x =0 &+1=0 x=-5
Ejercicio n° 3.-
1. x* = 10% + 9=0 X=t X¥-10€+9=0 £-10t+9=0
18
e
, 10 10°-4-9 _102400-36 102464 1028 _
E 2 2 2 .
Nt=T=1
x? =9 X=10=13  x?-1 o= tafl = 21
¢ -89
t=13i~."'169—144=13i5=/ 2
2 2 s,
2. X*=13x%+36=0.x2=t. +? - 13t +36 = 0 NhTa
X, =3 Xy =2
x*=9 ><’=ix-@=/ x? =4 x=tJ_=/
N Xy =3 N X, =2
t, =36
E=61¢J§7’21—3600=61¢11=/
2 2
3_X4—61)8+90020;X2=I;EZ_E].E"'QD[:]:D \\I2=25
5, =6 />.’1=5
%% =36 x=tJ3_6/ x?=25 x = +f25
N X, =6 Sy, = =k
_ t, =15
. _25x.625 576 257 7
< 2
4. X' - 25@ + 144 = 0:X% = t: t2-25t +144 = 0 “ NG =9
x, =4 X,=3
xT=16 x = +f16 x%T=9 x = +f0



I =25
t_lﬁ:«.f255+9|20 _16x34
2 2 _
5.x%— 16 -225=0x"=1t:t? -16t-225=0 Nt =9

X, =5

2 _ B P

X< =25 x—t@

N, =5 x® = -0 X =14-0 ¢ R

-12-6
=2 -
_7:y@-24 725 7 7
2 2
Nt -2
6. X°-Tx*+6=0.x%=t.12-Tt+6=0 22
x¥=6 x =36 53 =1 =3 =1
Ejercicio n® 4.-
I S i
TR0 sexexlxl)  mem(coxxo1)x(eol) 1 x o0y
1 1 o, 1.1_g
Comprobamos la solucién:1 -1 1 -1 0 0
La ecuacion no tiene solucién porque para x = 1 seulan los denominadores.
1 N 1 1
- Y
2. %-2 x+2 x*-4 X=d=(x-2) (x+2) mem(x-2, X+2, %-4) = (x-2) (x+2)
L1
wEZ+x-—2=1 2w=1 x=i %‘2 l;+2 [l]‘—é
£ = 2
1 1 1 2 2 a4 it it
= -+ = - - =—-__
302 -1s 35 15 15 15 o1
2 2 4 La solucién es:
3_,,x"13
3 x 3 s x, 6 =6x 18 =6x +x(x—13). 18 2 6 + 2 -1 3¢
/X1=§=9
L _74NATT2 72T 711 _
2 2 2 B
Ny = — =1
x*-Tx-18=0 X 2
3_y.92-713  3_6-4 3.2 1.1
9 8] 9 8] 9 6 3 3
RISt B N Il B R O R
- t5 -7 t -2 D z z



Ejercicio n®5.-

1 A2x -3 =-1+x

e 2
1° Elevamos al cuadrado los dos miemb£ 5 3) =(-1+x) 2% -3=1-2x +x*

){=4i$ﬁ—16=i=2
20Resolvemos la ecuacion” = 4x + 4 = 0 > 5
3°C0mprobamos-!m‘2=‘1 I -2=-1:Lasolucién es x = 2.
2. Nox +d-1=2x YOK 4 = 2x +] (W)Z=[2X+1)2
8
s ST
x_li +4E:=1J_r?=
g 38
N X =£=-§
S +d =dx? + e+ 1 dxZ-x-3=0 « %z = g 4

3 3 i
/5-—_ va-1=2[-2] -2=-
J51+d-1=21 3-1=2 x=1. [ 4] [ 4] 2

L S Tettoze  SWL=20-11 (3= 1) = (2x -11)°

O -1) = dx? —ddx + 121 Ow -0 = dx? —dds +121 Ax? —53% +130 = 0

80
X1=§=1D
X=531-J28[]9—2[]8[]=531\f’729=5312?=/
5 3 5 .13
2" 5 "2
13 13
30 411222
3f0-1+11=-2-10 20 =20 g Ty
z 2
4 X +fx-d =2 Jx=2-fx-4 (W) = (2= -4)

¥ =d=dafx =d +x -4 dofx = =0 SJx =4 =0

Ja+Ja-4-2 2+0 =2

La ecuacion tiene por solucién x = 4.



5 f2x -1 +fx+4=6 P -1 =6-:fx+4d ("EX_ ) :(6 i )

2 2
2x -1 =36—12«f><+4+x+4;>¢_41=_12m;[X—41) =(—12~..‘X+4)

/x1=5
X* =226 +1105=0
X% -82x +1681 = 144x + 576 Xy =221
2 5-1+5+d-6 3+3-6 % =542 221 -1+221+4 -6  21+15=6
Ejercicio n® 6.-
1.2+ -8¢-x+6=0 PA)=2*#+1°-8.-F-1+6=2+1-8-1+6=0

2 1 -6 -1 6
1 2 3 -5 -6

2 3 -5 -6 0 (x-1) - (2% + 3% - 5x - 6) =

P1)=2-1+3.-F-5x-60 P(-1)=2 -(-B)+3-(-1§-5-(-1)-6=-2+3+5-6=0
2 3 -5 -6
-1 -2 -1 6
2 1 -6 0

(x =1) - (x +1) - (Zx+x -6) =0

2x%+x-6=0; Las soluciones son: x=1,x = -1, x = -2 y 8/2

o x*+12x%-64x?=0 ) x*+12x -64)=0 2 =0 x, =0
12+ [Ad+ 256 12420 PR
X2 +12x - 64=10 ‘ s N vy =16
3.2¢-7¥+8x-3=0 PQ1)=23t7-£+8-1-3=0
2 7 8 -3
1 2 -5 3
2 =3 3 0 (x-1)-(2%-5x+3)=0 P(1)=2-4-5-1+3=0
2 -5 3
1 2 -3
2 -3 (O

(x-1¥-(2x-3)=0

Lasraicessonx=3/2yx=1



4.x3-x%-4=0 Posibles raices enteras: {+1, +2, +4 }
P(1)=1°-1°-4+#0 P(-1) = (-1} - (-1)* - 4#0 P)=2-2°-4=8-4-4=0

1 -1 0 -4

(x-2) - (&+x+2)=0 x+x+2=0

0
X=—1+J|:—')‘—4-?_—1iﬁ—e =—1tw..-'r—_.7$]R
2 2 (x-2)-(~+x+2)=0  Raizzx=2.

5.6+ 7X-9x+2=0 Posibles raices enteras: {+1, +2}
PA)=6-31+7-F-9.1+2:0 P(-1)=6-(-8)+7 - (-15-9 - (-1) +2£0
PR)=6-2+7-2°-9-2+20 P(-2) = 6 -(-2)+ 7 -(-2f - 9-(-2)+2= —48+28+18+2=0

] 7 -9 Z
-2 -1z o -2
5 -5 1 ]

(x+2) - (6X-5x +1) =0  6%-5x+1=0

PR
L 5%Y5'-4'6 5:\25-24 5+ 51
12 12 12 12
N s -1
4z 3
6(x+2)-(x-1/2)-(x-1/3)=0 Raices: x=-2,x=1/2y x=1/3
6.x°+3x%¢-4x-12=0 Posibles raices enteras: {1, 2,44, +6, +12}

PQ)=f+3-F-4-1-1220 P(-1)=(-B+3 - (-1§-4-(-1)-12¢t0

P2)=2+3.-2-4.2-12=8+12-8-12=0

i 3 -4  —12
2 210 12
1 3 6 0 (x-2)- (R-5x+6)=0 X-5x+6=0

x-2)-(x+2)-(x+3)=0 Las solucionesson:x=2,x=-2,Xx=-3



MATEMATICAS. 4°ESO-B. TEMA 5: Problemas de Sistemas

1.- Juan comprdé un ordenador y un televisor por 2.000 € y los vendié por 2.260 €.
éCuanto le costd cada objeto, sabiendo que en la venta del ordenador gand el 10% y en la
venta del televisor gano el 15%?

2.- ¢(Cual es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su base es
el triple de su altura?

3.- Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. éCuantos cerdos y
pavos hay?

4.- Antonio dice a Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes tu", y Pedro contesta:
"si tu me das seis euros tendremos los dos igual cantidad". éCuanto dinero tenia cada uno?

5.- En una empresa trabajan 60 personas. Usan gafas el 16% de los hombres y el 20% de las
mujeres. Si el numero total de personas que usan gafas es 11. éCuantos hombres y mujeres
hay en la empresa?

6.- La cifra de las decenas de un numero de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades, y
si a dicho nimero le restamos 27 se obtiene el nimero que resulta al invertir el orden de sus
cifras. ¢Cual es ese niUmero?

7.- Por la compra de dos electrodomésticos hemos pagado 3.500 €. Si en el primero nos
hubieran hecho un descuento del 10% y en el segundo un descuento del 8% hubiéramos
pagado 3.170 €. {Cual es el precio de cada articulo?

8.- Encuentra un numero de dos cifras sabiendo que su cifra de la decena suma 5 con la cifra
de su unidad y que si se invierte el orden de sus cifras se obtiene un nimero que es igual al
primero menos 27.

9.- El producto de dos nimeros es 4, y la suma de sus cuadrados 17. ¢Qué nimeros son?
10.- Halla una fraccion equivalente a 5/7 cuyos términos elevados al cuadrado sumen 1.184

11.- Un campo de fatbol tiene forma rectangular. El perimetro mide 300 m, y el largo es el
doble del ancho. éCuanto mide cada lado?

12.- Meli compra 3 DVD y 4 CD, y paga 100 €; y Ana compra 4 DVD y 3 CD en la misma
tienda, y paga 110 €. é¢Cuanto cuesta cada DVD y CD?

13.- La suma de las edades de un padre y su hija es de 70 afios. Dentro de 10 afios la edad
del padre sera el doble de la edad de su hija. ¢Qué edad tiene ahora cada uno?

14.- La suma de dos numeros es 15, y la diferencia de sus cuadrados 15. éQué numeros son?

15.- Los catetos de un tridangulo rectangulo son proporcionales a 3 y 4, y la hipotenusa mide
25 m. Calcula cuanto mide cada cateto.

16.- Halla dos niumeros sabiendo que su producto es 6 y la suma de sus cuadrados es 13.

17.- Juan ha leido ya la quinta parte de un libro. Cuando lea 90 paginas mas, todavia le
guedara la mitad del libro. éCudntas paginas tiene el libro? ¢Cuantas paginas lleva leidas?

18.- Paloma vendid los dos quintos de una coleccién de cdmics que tenia y luego comprd 100
mas. Tras esto tenia el mismo nimero que si hubiese comprado desde el principio 40 comics.
¢Cuantos comics tenia Paloma al principio?

19.- Un campo esta plantado con un total de 250 arboles, entre olivos y almendros. Si el doble
de almendros son 10 menos que el total de los olivos, ¢ cuantos almendros habra? ¢Y cuantos olivos?

20.- Vallar una finca rectangular de 750 m? precisa 110 m de cerca. ¢Qué dimensiones tiene?



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.
X — precio del ordenador.
y — precio del televisor.

[ 10x . 1oy
100 —* precio de venta del ordenador. 100 —* precio de venta del televisor.
X +y =2000 { x4y = 2000 XEE)%{—HOX—HO;;=—22OUOO
- -22 110x+115y = 226000
X+1|:|X+F+15}f'=2260 110 1115y 6 000 X 4
100 100 : Sy = 6000
y =1200 x =800 800 € precio del ordenador. 12007€7 precio del televisor.
Ejercicio n® 2.
X — base del rectangulo.
y —* altura del rectangulo. 2x + 2y+ perimetro.
X o= 3y
2+ 2y =16 2:(3y)+2y =16 By +2y =16 V=2 w =6
6 cm — base del rectangulo. 2 cm~ altura del rectangulo.
Ejercicio n® 3.-
X ~ nimero de pavos.
y = numero de cerdos.
X +y - 58 -2 -2y = -116
x4+ =53 Zx + v = 168 2w+ Ly - 160
ox + dy =168 2y = 32 v = 26
¥+ 26 =58 ¥ =32 32 — nlimero de pavos. 26 nimero de cerdos.

Ejercicio n® 4.-
x — dinero de Antonio.
y — dinero de Pedro.

X =2y
y+6=x-06 Y+ =2y -6 6+0 =2y -y 12=1y

x=2-12 x =24 24 —* dinero de Antonio. 12— dinero de Pedro.

Ejercicio n®5.-
X — ndmero de hombres.
y — nlmero de mujeres.

16x 20y { x +y =6U
100 —* hombres con gafas. 100 —*mujeres con gafas. 16x + 20y = 1100
X=6D—y.16[60—y}+20y=1100 960 -16y - 20y =1100

4y =140 y =35, X +32 =00 ¥ =23. 35 —* o de hombres; 25~ n° de mujeres.



Ejercicio n® 6.-
X — cifra de las unidades
y — cifra de las decenas

10x + y —= namero
10y + x — nimero invertido

y = 2X (10y +x) - 27 =10x +y
20x + x = 12x = 27 Xx=3 Yy=6
Ejercicio n® 7.-

X — precio del 1°.

y — precio del 2°.

.o 10x _ By

100 —* descuento en el 1°.

{ Xy o= 3500

o+ =3500 9% +92y = 317000
10w ay
M-y - — =
100 100 o= 1000

o+ 1000 = 3500

Ejercicio n® 8.-

x — cifra de las unidades
y — cifra de las decenas

10x + y —= namero

Y —D-x
10x +y =10y +x - 27

x = 2500 2500 € precio del 1°.

10 - 2x + X —27A0x + 2Xx

Namero — 63

100 —* descuento en el 2°.

J0x + 32y = 317200
2yo= 2000

B L N { ~90x - 90y = -31 5000

1000 € precio del 2°.

10y + X namero invertido

O —Qy = 27 W -9(5-x)=-27 O - 45 +Qx = 27

18x = 18 x =1 y=35-1 y =4 Namero — 41
Ejercicio n® 9.-
xy=4 X=1lv=4

ZEy , x=2 y'-17y*+16=0 y° S 17215 Solucion: Ly
X +y =17 Yy 2 X=-Ly=-4
Ejercicio n® 10.-
X_3 20

y 7 x= 25y? +49y? =58016 y=+28x=%20  Solucion: o8
X +y?=1184

Ejercicion®11.-

2x + 2y = 300
y = 2X

x+y=150
y = 2X

Ejercicion®12.-

3x +4y = 100

4x + 3y =110 La solucion es: un DVD cuesta 20 €

Se resuelve por sustitucion.

x=50m,y=100m

un CD cuesta 10 €



Ejercicio n® 13.-

| Padre | Hija
Edad hoy I X I y
Edad dentro de 10 afios ! x+ 10 ! y+ 10

x+y=70
X +10 = 2(y + 10) Solucion: Edad del padre: x = 50 aflos.Edad de la hija: y = 20 afos.

Ejercicio n® 14.-

x+y=15

x2—y?=15 Despejando y de la primera y sustituyendo en la segunda: Solucion: x=8,y=7
Ejercicio n°® 15.-

Xy—3= —4

X2+ 2= 2%

Despejandy de la 12 ecuacion y sustituyendo en la segunda.28l, y1 = 20; x2 = — 15, y2 =-20
Las soluciones negativas no tienen sentido.

Solucion: Los catetos miden 15 my 20 m

Ejercicio n® 16.-

Xy =6
X2+ y=13 Despejandy de la 12 ecuacion: aparece una ecuacion bicuadrada.
Las soluciones son: 1x2,y1=3 x=-2,¢=-3 B=3,B8=2 x=-3,p=-2

Solucion: Los numeros pueden ser 2y 3, y también -2y -3

Ejercicion® 17.-

1 1 . . .
L a5l 90 | Y% | gx+90+§x =x  Solucion: Total paginas=300. Lleva 60 leidas
Total = x paginas
Ejercicio n® 18.-
3 . . .
L2551 35 | 100 | gx+100: Xx+40  Solucion: Tenia x = 150 comics
Inicio = x comics Compra 100
Ejercicio n® 19.-
X = numero de olivos 2y=x-10
y ™ numero de almendros X +y=250 Solucion: x =170; y =80

Ejercicio n°® 20.-
X —* largo Xy =750
y —*ancho 2x + 2y =110 Solucion: La finca es de dimensiones 25 x 30 metros



MATEMATICAS. 4°ESO-B. TEMA 5: Sistemas de Ecuacions

1.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion:

¥ o+ 3y _5
3x-dy =6 2w+ 3y = -1 >
1. 2 +dy =16 5> |3 +dy =0 3 |3 -y =oy
X+ 3y
=3
2
42XV 4 { X +y =60 {3}<+2',u’ = 7
4. 2 s |16x+ 20y =1100 o |dx-3y =-2
2.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacién:
-y =0 20+ 3y = -1 3x+2y = 7
T AR A > |3 +4y =0 3 |9 -3y =-2
X+3}-’=5
>{+3y=5 >
2 42XV 4 x+y =60
4, XY = 5. 2 ¢ |16x +20y =1100

3.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de reduccion:

x +y =3500
I -4y = -6 Sx+2y = 7 3x + 2y = 24  Ox 8 =170
1. 2}{'"4!!!“ 16 2 4%:_3}"- =_2 3 o +V_ _3

X+3y =3 4 100 100
Wy
=x-1 _
2;{4.3},-':—1 2 X+'JJ—2UOO X+}"=58
ATV e x+@+y+@=2260
5 | 3x+dy =0 o 5 Y 7 100 100 g |&x+dy =168
4.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
1. Resuelve graficamente los sistemas:
2x + 3y = -1 3+2y = 7
a) 3w dy =0 b) dw - 3y = -2
2. Halla por el método que quieras la solucién desiggientes sistemas:
’>{+'!.-" r X+3y
=x-1 =3
| 5 ¥ +23y _s5 >
X -y ) 2X% — ¥
— =y +1 - 4 - =1
a) A 2 b) LBX !}-"' 5}"’ C) 2
(% C
—+L =4 e+l w-1
12 3 = Y
i+|};=1 4><+21f }:+}r+2_D
d) L3 e) | 3 4l
5.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales:
%+%=13
xP+y? =25 [x+y =7 [xP+y?=-69 [yP-2y+l=x L1
—-==1
LAy =T, ey =125 | xy =17, Je+y =5 5 | x v



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

3 —dy = -6
1 |2t dy =16

2x =160 -4y W o=8- 2y
3(8-2y) -4y =6 24-6y - dy = -6 ~10y = -30 v =3
¥x=68-2-3=8-6 ¥ =2 X =2,y =3
2+ 3y =-1 —dy
ax =-4 o=
2.{3;{+4y=[] 4 e
2-[—43—3’]+3¢=—1 _§—y+3?=—1 —By +9y = -3 y =-3 X=_4'?E_3) x=4
x+3y=
2 W+ 3y =10 X =10-3y
3. 3x -y =Dy S3x =y =0y 3x =6y X =2y
10-3y =2y y =2 x=2-2 x=4
Mo+ DY
> o
4 2;.(_5;_1 X +3y =10 X+ 3y =10
L T2 B-2x+y =2 Oyt =6 w=10-3y
2{0-3y)ry =5 -20+fy +y = -6

X +y =60
s llex+20¢v =1100. X =60 -y. le(bU-y)+20y =1100

Usl - 16y + 20y =1100

dy =140 y =35  x+35=60 ¥ =25
. {i};tz;x :_j 3x -7 -2y x=%; 4[7_32V]—35f' =-2, 28;” ~3y =2
x-1722 % =1
28 -8y -9y = -6, -17y = -34, V=2 3
Ejercicio n°® 2.
. {gﬁ;jﬁi;g T = =G+ dy X—M, 2x =16 -4dy X=16;4I’J
-G+ dy 16+ 4y

3 5 2(6+dy) =3(16-dy] -12+8y =48-12y
By +12y =48+12 20w =60




{2x+3y=—1
2

__ _
3%+ dy =0 3X = -4y X_?
2x = -1-3y o Loy
2 2 3
e )
3(-1-3y)=2(-4y)  -3-9y=-8y y=-3 XT3 x4
SR+ 2y = 7 7 -2y
Jn=7-2 o=
. {4><—3',u* -2 4 3
_ 20 3y
W=m2H3y X = A7 -2y) =3(-2+ 3y) 28 -8y - -6 + Oy
7-2:2 _y
28 +6 =9y + 8y 34 =17y y =2 = X
X3y
——=5

_ x+ 3y =10 x=10-3
4_2X ;uf=1 { ¥ W

4 2 B-2x+w =2 3x =6y X =2y.x=10-3y

10-3y =2y 10=5y =2 x=10-3.2 x =4
x+3y:5
22 x+ 3y =10 x + 3y =10
- 4-= L1 18-2x+y =2 2x 4y =-6  x=10-3y
2x = -6 -y 2 =6+ x=6;5“’ 10-3y = 22
20-06y = 6+y 14 =7y y =2 x=10-3 2 x =4
Wy =6l - 1100 -20y
N {1Exf+zog—1mo.x=6D—y.lD’<"lmD'2w X=
60 - _1100-20y
4 16 960 -16y =1100 - 20y ~16y + 20y = 1100 - 960
dy =140 ¥ =33  x4+35=60

¥ =25

Ejercicio n® 3.-

. o B -8y =-12
{3>< ~4dy = -6 {ﬂ—@f =6 —— {Ex —8y =
1.

120287 - 12y - 48
¢+ dy =16 |2x+dy =16 —2L, [7Bx - 12y - -48

- 20y = -60 y =3
Ox + 4.3 =16 Ox +12 = 16 Dy = 4 ¥ =2 X =2, V=3



342y = 7 00— Ox + 6y =21
32y = 7 -3y =2 —xE 8x —by = -4
o 4% -3y -2 17x =17  x=1
3 1+t2y =7 2y =4 W= 2
X+ 2y =24 _ 15
~3x -9y = -9 T
Pr2y =24 -7y =15 X +3 1o =3 X—E=3
3 | ®+3y =3 7 7
I —d45 =21 Tx =606 X=E%—6
¥ +y =3500 { x +y = 3500 ] LN {—90x—90y=—315ooo
X_@W_B_y:mm 90x + 92y = 317000 Q0x +92y = 317000
4. 100 100 ; 2y = 2000
y =1000 x +1000 = 3500 x = 2500
2% + 3y = -1 —y
5_{3X+4}'“=|:| 3X =4y XT3
> [ 3y = o B i =-1 -8y +0y =3 -3, .43
= 3y = —- Ry = Yo+ == Y o= - x= T w=d
}{;}-’ _ -1
K=Y s Xty =2ix-1) No+y =2 -2
6. L2 777 K-y =20y +1) Wo- o= 2y 42
—X oty = -2
{—X+}-’=—2 X—3y= 2
X -3y= 2 -2y =0 y =0 ¥x-3.0=2 x =2
s +y = 2000 #(110) | [-110x -110y = -220000
{ X +y = 2000 110x +115y = 226 000 110x+115y = 226000
GO IV o
v oo 100 . 5y = 6000
y =1200 x +1200 = 2000 x =800
x +y =58 -2 -2y = -116
x +yw = 58 2w +dy =168 2+ dy =168
g |2¥ +4y =168 2y =52
y =26 X +26 = 58 x =32



Ejercicio n® 4.-

la. 1b.
SN2 +3y=-1 7

SO 2
Ix+4y=0 -
5 EREECER

Y e

oy oL, [ereaen poey -2
2a. L 2 o Koy =2(y +1) Koy =2y tZ

XY =2

{—x+y=—2 XN -3y=Z
X-3y= 2 -2y =0 y =0 ¥x-3.0=2 x =2

>{+35.f=

2 #+3y =10 X =10-3y
Y 3% -y =3y |3x -y =5y 3x =6y xNo=2Y
10 -3y = 2y o= 2 =2 2 % = 4

X+ 3y

=5
z

4 2% -y | x+3y =10 o +3y =10

sc L T2 B-2x+y =2 |2x+y=-6  x=10-3y

-2(10-3y)+y = -6

Fx-dh =21

20+ By +y = -6 7y =14 V=2.y 2 10=-3. 2
3x+2y - 24 _ 15
3y - Oy = -0 T
3w+ 2y =24 7y =15
N+ 3w =3
45
-2 3
T3
Ix =66 x =22




X+1+}-“—1

L~ =0
3 2
X+2Y XAy +2 2(x+1)+3(y -1) =0
pe = T a Al + 2y ) -3 +y +2) =0
2% +3y = 1 y—“
2R +2+ 3y -3 =0 2w+ 3y =1 —2x —10y =-12 7
d +8Y -3 -3y -6 =0 X+ Dy =B -y =-11
X+5'%=6 X+E=6 Ix+50 =42
13
fxo=-13 ==
v
Ejercicio n®5.-
{x2+y2=25
1. OV =7 7 R+ (7-XF 225: R +49-14x +4 =25; 2% —14x +24=0: & ~7x+12=0
¥, =4
L /tNA9-48 /1 7
2 2 o=
Su X = i X=3y=7-3y=4x=4y=7-4y=3
Ny =7
2 {.‘-«f-y=12 y =7 -x X (7-x)=12 Tx —xF =12 x2-Tx+12=0
=4
X=?i¢49—48=?11/
2 2
Ny Xy =3
Xy =4 y =7-4 yy =3 Xy =3 y =73 Ve =4
)%+ y? =160
5 | x+y-17 =17 -y 2y*-3dy +120=0 yi-17y +60=0
y, =12
F=1?J—“""289_24D=1?i?/
2 2
YO
v, =12 xy=17-12 Xy =5 W, =5 xy=17-5 X, =12
yE-2y +1=x 2
2
o Ky -s Wi-2y+ley =5 (JE-2y+1] - (5-v)
yE =2y +1=25-10y +y*° gy =24 y =3

x=3"-23+1 x =4



1 vt =13
T

1+2v +v2+v2 =13 L2iu-6=0

U, =3
Uy = -2
1
—2 X, =—=
: 2



5 SEMEJANZA

5.1

5.2

5.3

54

55

5.6

104

EJERCICIOS PROPUESTOS

Un tridngulo puede definirse dando la medida de sus tres lados. Indica cuales de las siguientes parejas
de triangulos son semejantes.

a)5,6,7y 15, 18, 20 b)4,6,8y 1;1,5; 2
a)i _ 8 #* l:> No son semejantes b)i LI §:>Son semejantes
15 187 20 jantes. 115 2 jantes.

Razona si son semejantes estas figuras.
a) Dos cuadrados.

b) Tres tridngulos equilateros.

¢) Dos rectangulos.

a) Los angulos de un cuadrado y de otro son todos iguales; ademas, al ser los cuatro lados iguales, siempre estaran en la misma pro-
porcion los de un cuadrado con los del otro.

b) Tres triangulos equilateros tendran los tres angulos iguales de 60°, y como los lados de cada tridngulo seran iguales, seran pro-
porcionales los de un tridngulo con los del otro.

c) Dos rectangulos, en general, no son semejantes porque los lados no tienen por qué ser proporcionales. Por ejemplo, si en un

rectdngulo b = 1 cm, h = 2 cm, y en otro, b’ = 1 cm, h’ = 3 c¢m, entonces % =1+ # =3

La escala de un mapa es de 1:2500000. ;A cuantos kildmetros se encontraran dos ciudades que en el
mapa estan separadas 12 centimetros?

Escala 1:2500000. En el mapa, 12 cm representan 12 - 2500000 = 30000000 cm = 300 km.

Un triangulo equilatero tiene 40 centimetros cuadrados de area. Halla el area del triangulo que se ob-
tiene al unir los puntos medios de los lados.

Obtendremos un triangulo de razén k = 15; por tanto, la razon de las areas sera k* = —l— El area del nuevo triangulo sera
Az%‘40= 10 cm 2,

Halla las medidas que faltan en la figura.

Aplicando el teorema de Tales,
125 _ a _ 230

50 60 b
230m A Entonces,a = 150 m,y b = 92 m
/60 m
b
50 m
125 m

En una recta r hay tres puntos A, B y C que distan sucesivamente 3 y 4 centimetros. Por esos puntos se
trazan rectas paralelas que cortan a otra, s, en M, Ny P.

Si el segmento MN mide 9 centimetros, ¢cual es la distancia entre los puntos N y P?

3_4
9 NP
NP =12 cm




5.7 Dibuja un tridngulo cualquiera ABC y construye paso a paso dos triAngulos semejantes a él.
a) Uno de razén 1:2
b) Otro de razén 2:1

Partiremos de un tridngulo ABC.
a) Con los mismos angulos y multiplicando por dos cada uno de sus lados obtenemos un triangulo de razén 1:2.
b) Si, con los mismos angulos, dividimos los tres lados del triangulo ABC entre dos, obtenemos un nuevo triangulo de razén 2:1.

5.8 Determina si son semejantes los triangulos que se indican.
a)A =60°,B=40°y A = 80°, E = 60°
b)A =90°b=6c=8yA =90°b =5 =7
QA =45, B=75°y D = 65°,E = 75°
da=5b=8C=60°ya =15 b =24, C' = 60°

a) C = 180 — (60 + 40) = 80° F =180 — (80 + 60) = 40°
Los dos triangulos tienen todos sus angulos iguales. Por el criterio 1 sabemos que son semejantes.

b) % * —';’— no son proporcionales los lados que comprenden al dngulo igual (criterio 3); por tanto, no son semejantes.

) C =180 — (45 + 75) = 60° F =180 — (65 + 75) = 40°
Solo tienen un angulo igual; por tanto, no son semejantes (criterio 1).

d) % = % son proporcionales y el angulo que abarcan es igual; por tanto, son semejantes (criterio 3).

5.9 Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 6 y 8 centimetros. Si la hipotenusa de otro tridangulo rec-
tangulo semejante mide 20 centimetros, calcula las longitudes de la hipotenusa del primero y de los ca-
tetos del segundo.

Utilizamos el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa del primero:
h?=62+8>=h?>=100 = h =10 cm

Como los triangulos son semejantes:
20 ¢ G

ﬁ_E:§:>c1=12cm,ycz=16cm

5.10 Los lados MN y AC son paralelos. Calcula la medida del segmento CN.
Llamamos x a la medida del segmento CN.
Por el teorema de Tales:

B4m
VAN
3_ 4

9m =

9 4 +x

=24+ x=12=x=8m

5.11 En un tridngulo rectangulo se traza la altura sobre la hipotenusa. ;Son semejantes los tridngulos en que
ha quedado dividido el triAngulo dado?

90 ~
90]:>B=M

—~

B §+E
M + N

Los triangulos tienen un angulo igual ademas del angulo recto; por el criterio 1 de-
ducimos que son semejantes.
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5.12 Comprueba que la razén de dos alturas correspondientes de dos triangulos semejantes es igual a la ra-

z6n de semejanza.

b, - h, b, - h,
A= 2 A = 2 b, - h,
. , : A 2 by-h, b, h h, h
. . . 12 2 — A
Si la razén de semejanza es k, la razon entre las areas sera k’. Es decir: k A" Db P " b-h b h k h, = h, k
2

5.13 La altura de un triangulo rectangulo mide 7 centimetros y divide a la hipotenusa en dos segmentos m

y n tales que m = %n. Calcula my n.
n=14wmm = m=%-14=3,5cm

72=m-n = 49=%n-n = 1% =n? =

RESOLUCION DE PROBLEMAS
5.14 Si en otro caso las distancias entre los pueblos son de 8 kilometros de A a B, de 10 de B a Cy de 6 de
A a C, ;dbénde debera situarse el hospital?
Este ejercicio es algo mas sencillo, ya que el triangulo resultante

es rectangulo, y el circuncentro coincide con el punto medio de la
hipotenusa. Por tanto, el hospital estard a 5 km de cada pueblo.

5.15 ;Dénde estara ubicado el hospital si las distancias
entre los pueblos son de 10 kilémetros de A a B,

de6deBaCydeb6de AaC?

En este caso, el circuncentro queda fuera del triangulo. La distancia a cada pueblo sera de 5,43 km.

5,43 cm
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ACTIVIDADES
EJERCICIOS PARA ENTRENARSE
Figuras semejantes

5.16 Calcula el valor de a y b para que los siguientes pares de triangulos sean semejantes.
6 14

a)3,a 5y 152hb c)3,a,8y§,?,b
b) 2.3, ay 10, b, 24 d) 45°, 75°, 60° y 75°, A, B
3 _a_>5 4 h— 3 _a _8 _ .5 16
a)1,5—2—b:>a—4,b—2,5 c)é—ﬂ—b:>a—7,b—5
5 5
El
2 3 _a ek oo B — gro
b) 35 =F =g =2a-6b=12 d) A =608 = 45

5.17 El perimetro de un tridngulo equilatero mide 30 centimetros.
a) Halla las medidas de los lados de un tridngulo equilatero semejante a él si la razé6n de semejanza

_1
esk—z.

b) ;Cual es la razén de sus areas?

a) lado = 10 cm l’=l~k=10-%=5cm

o
=
>[>
Il
=~

~
Il
S
N|—
N~—————
¢
ENE

5.18 Calcula las longitudes de los lados de un triAngulo semejante al de la figura de modo que la razén de

. 25
sus areas sea —-.

3 em 10 cm A7=%=k2:>k=%es la razén de semejanza. Por tanto:
P gk=3.205
12 cm a’=a-k=3 2—2—7,5cm
b =b k=10-2=25am
c’=c-k=12~%=30cm

5.19 La arista de un cubo mide 8 metros. Halla la medida de la arista de otro cubo semejante a él si la razén
1
limen —
de sus volimenes es 57
Vo = 1 ; : a—a-k=g8.-1-8
V=27 =k’=k=; 7 =36es la razén de semejanza. Por tanto: a’ =a-k =8 3=3Mm
5.20 Los catetos de un triangulo rectangulo isésceles miden 30 centimetros. Calcula el perimetro de un
tridngulo semejante a él con razén de semejanza k = %
Por el teorema de Pitagoras, la hipotenusa mide: x = 1/1800 cm
Por tanto, el perimetro mide p = 60 + \/1800 cm

B _ k= p =4 (60+\/1800) = 2580 _ 90 4 5y/2

p
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5.21 Javier se encuentra de vacaciones en Nueva York y dispone de un plano a escala 1:15000 de la ciudad.
Quiere ir desde su hotel a un museo que dista 3,5 centimetros en el plano. ;Cual es la distancia, me-
dida en metros, que debe recorrer?

15000 - 3,5 =52500 cm = 525 m

5.22 Se realiza una fotocopia de un mapa, cuya escala es de 1:20 000, ampliandolo al 130%.

a) Si la distancia entre dos lugares del mapa es de 4,8 centimetros, ;qué distancia los separa en la fo-
tocopia realizada?

b) ¢Cual es la distancia real que separa estos dos lugares?
a) 48-13=6,24cm

b) 1:20000 = 1 cm = 20000 cm = 200 m
Distancia real = 4,8 - 200 — 960 m

Teorema de Tales. Criterios de semejanza

5.23 Calcula la altura de la torre de la iglesia.

x _ 60 _ _
5—15:15x—540:x—36m

5.24 Si los segmentos AB y MN son paralelos, halla la medida del lado BC.

A £:X+3:>5x=3x+9:>x=2=4,5cm
3 X 2
5 o M BC=3+45=75awm
3cm
B ~ Y
3cm x

5.25 Determina si los siguientes pares de triangulos son semejantes, indicando, en caso afirmativo, el crite-
rio de semejanza utilizado.

a) b) Q) 3om D yem
10,5 2 om
, 0 CMm 28°
30 7,5cm 5cm
30° 7 cm 4,5 cm 5cm
5 cm 4,5 cm 20°
28°
3cm 6,75 cm 4 cm

a) Si, ya que tienen dos angulos iguales. Criterio 1.

b) Si, ya que tienen sus tres lados proporcionales. Criterio 2.

¢) Si, ya que tienen un angulo igual, y los lados correspondientes, proporcionales. Criterio 3.
d) Si, ya que tienen un angulo igual, y los lados correspondientes, iguales. Criterio 3.

5.26 Para saber la altura del silo (depésito de trigo) de un pueblo, se alinea con él un palo y se mide su som-
bra. Halla la altura del silo.

h 24

1’5=T:>2h=36:>h=18m
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Consecuencias de los criterios de semejanza

5.27 Si los rectangulos son semejantes, ¢cual es el valor de x?

Razon =6:3 =2
1
6 m X x=5-2=1m

5.28 Dos tridangulos son semejantes. Si el perimetro del primero mide 52 centimetros y la razén de sus areas

64 . .
es —, ¢cual es el perimetro del segundo?

49

A_64_ _§

A =19 =k’=k
%=k=>p'=52-8—$~5943cm

5.29 ;Cuanto mide la altura de un tridngulo rectdngulo semejante al que tiene catetos de 12 y 16 centimetros

. . . 2
si la razén de semejanza es k = 57

Calculamos la hipotenusa: h? = 122 4+ 162 = h = 20.

A= 12 2 16 _ 20 ;Itura Despejamos la altura sobre la hipotenusa = Altura = 9,6 cm

En el tridangulo semejante: Altura’ = % - 9,6 =6,4 cm

5.30 Se quiere construir dos rascacielos con base en forma de hexagono regular. La arista de la base de uno
de ellos mide 2 decametros. Calcula el area de la base del otro rascacielos sabiendo que la razén de sus

. 3
perimetros es X

Para hallar la apotema usamos el teorema de Pitdgoras: a2 + 12 = 2% = a = \/3 dam
A=P2_ 122\/5 =6\/§dam2

2
p’ % A _6\/—9 27\/— .

=>=k=>—F=k’=
p

A

5.31 En la siguiente figura, ;cuanto mide h?

Teorema de la altura: h2=m - n
h?=3-16=18

h=\/ﬁm = h=3

3m T 6 m

5.32 Calcula el area de un triangulo rectangulo en el que la altura sobre la hipotenusa la divide en dos seg-
mentos de 8 y 2 centimetros, respectivamente.

Por el teorema de la altura: h?=8-2=16=h=\16=4cm

b-h (8+2)-4

— — 2
A= 7 = 3 =20 cm
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5.34

5.35

5.36

5.37
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Halla las longitudes de los catetos del tridngulo rectangulo de la figura y calcula su area.

Por el teorema de la altura:

h? =28-7=196= h=1/196 = 14 cm

Por el teorema de Pitagoras:

142+ 72 = ¢?= ¢=1/245 = 7\/5 cm = 15,65 cm

Por el teorema de Pitagoras: h
147 + 28> = b* = b=1/980 = 14\/5 cm = 31,3 cm
Azbéh=35;4=245cm2 7 cm 28 cm

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) Todos los cuadrados son semejantes.

b) Los angulos de dos triangulos semejantes son proporcionales.

¢) Dos triangulos rectangulos con un angulo agudo igual son semejantes.
d) Todas las circunferencias son semejantes.

e) Los poligonos iguales son semejantes y su razén de semejanza es 1.

a) Verdadera (ejercicio 2).

b) Falsa. Los angulos son iguales.

¢) Verdadera por el criterio 1.

d) Verdadera. Siempre estan en la misma proporcién el radio y el perimetro. El rea guarda esa proporcién al cuadrado.
e) Verdadera, ya que si son poligonos iguales, tienen lados y dngulos respectivamente iguales.

¢Cuadles de los poligonos de la figura son semejantes?

Ay C son semejantes, ya que todas sus dimensiones son proporcionales.

12 6 2
Razon—6—3—1—2

Elige la respuesta correcta.

a) Dos triangulos son semejantes y la razon de semejanza es 3. Uno de ellos tiene un area de 6 unida-
des cuadradas. ;Cuantas corresponden al area del otro?
i) 18 ii) 54 iii) 108

b) Dos prismas son semejantes y la razéon de semejanza es 2. Uno de ellos tiene un volumen de 10 uni-
dades cubicas. ;Cudntas corresponden al volumen del otro?

i) 40 ii) 200 iii) 80
a) Razén de longitudes = 3; razén de areas = 9 b) Razén de longitudes = 2; razén de volimenes = 8
ii)yaque54u’=9-6u’ i) yaque 80 u®> =8-10u?

Si dos pentagonos regulares A y B son semejantes, ;cudles de las siguientes igualdades son ciertas?

a) Perimetro de A _ Apotema de A Perimetro de A _ Area de A c Perimetro de A _ Diagonal de A
Perimetro de B Apotema de B Perimetro de B~ Area de B ' Perimetro de B~ Diagonal de B

a) y ¢ Ciertas.
b) Falsa, ya que la razén de semejanza de las superficies es el cuadrado de la razon de longitudes.



5.38

5.39

5.40

5.41

5.42

5.43

Un patio circular tiene 200 metros cuadrados de superficie. Si el radio se triplicara, ¢se triplicaria tam-
bién la superficie? Razona tu respuesta.

Area A= m-r? =200 m AreaB=m-30? =9 -m- r>=9-200 = 1800 m?
La superficie no se multiplica por 3, sino por 3?2 que, como ya sabemos, es la razon de las areas de figuras con razén de se-
mejanza 3.

PROBLEMAS PARA APLICAR

El logotipo de una empresa tiene la forma de un hexagono cuyos lados miden 3, 4, 5, 7, 8 y 9 centi-
metros.

En los carteles publicitarios se quiere dibujar un hexagono semejante de 117 centimetros de perimetro.
¢Cuanto miden los lados homoélogos?

117

Perimetro del hexagono pequefio =3 +4+5+7+8+ 9 =36 cm Razén = 36 = 3,25
Lados del hexagono grande: 3-325=975cm 4-325=13cm 5-3,25 = 16,25 cm
7-325=2275cm 8-3,25=26cm 9-3,25 = 29,25 cm

En el plano de una vivienda en construccion aparece dibujado un salén rectangular de 13,5 centimetros
cuadrados de area. Si la escala del plano es de 1:150, ;cual es el area real del salon?

Escala 1:150. Razén = 150 : 1 = 150 Area real = (150)? - 13,5 = 22500 - 13,5 = 303 750 cm® = 30,375 m’

A la misma hora del dia, se miden las sombras que proyectan la torre del reloj y el obelisco de una plaza.
Halla la altura de la torre del relo;j.

Tridngulos semejantes — lados proporcionales

Razén = 122— = 6 = Altura de la torre = 6 - altura del obelisco =

=6-5=30m

Las alturas de Ménica y su madre en una fotografia, cuya escala es de 1:75, son 2,08 y 2,2 centimetros
respectivamente.

Si encargan una ampliacién que aumenta el tamaiio de la fotografia en un 25%, ;cuanto mediran las
dos en ella? ;Cudl sera la escala?

Altura de Moénica en la ampliacion: 2,08 - 1,25 = 2,6 cm
Altura de la madre en la ampliacién: 2,2 - 1,25 = 2,75 cm

=60 = 1:60

Escala de la ampliacion: 125

Para realizar practicas de 6ptica, un estudiante que mide 1,70 metros situado a 12 metros de un edifi-
cio, coloca frente a sus ojos una regla vertical de 25 centimetros con la que oculta exactamente la altu-
ra del mismo.

Si la distancia del ojo a la regla es de 40 centimetros, calcula la altura del edificio.

Tridangulos semejantes = alturas proporcionales

C1 0] 12m=1200m

Razon = 1200 : 40 = 30
|:| |:| Altura=25X30=750cm=7,5m

Altura del edificio =75+ 1,7=92m
25 cm [__‘[::

12m

40 cm
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5.47

5.48
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Los servicios de proteccidon contra incendios de una comarca espainola emiten un informe sobre el nu-
mero de hectareas quemadas en el ultimo incendio.

En su mapa de escala 1:60000, la zona afectada tiene una superficie de 8 decimetros cuadrados.
¢Cual es el resultado del informe?

Razon = 601ﬂ = 60000

Area real = (60000)? - 8 = 28800000000 cm? = 288000000 m* = 288 km?

Un arquitecto construye una maqueta de un centro de exposiciones cuya planta es un rectangulo de
90 X 50 centimetros y cuyo volumen es de 350000 centimetros cubicos.

Si la escala de la maqueta es de 1:150, calcula las dimensiones reales de la planta y el volumen del
edificio.

Razén = 150

Largo de la planta real = 90 - 150 = 13 500 cm = 135 m
Ancho de la planta real = 50 - 150 = 7500 cm = 75 m
Volumen real del edificio = (150)%- 0,35 m* = 1181250 m?

Un estudiante de la Facultad de Bellas Artes desea trabajar en una figura a escala del David de Miguel
Angel cuya altura sea de 60 centimetros.

Si el auténtico David mide 4,34 metros de altura y tiene un volumen de 1,2 metros cubicos, ;cudl sera
el volumen de la escultura esculpida por el estudiante?

60
Razon = 134

3
Volumen de la figura = (%) -1,2=0,003 m* = 3 dm®

Una tienda de fotografia ofrece varios tamanos, en centimetros, para positivar el negativo de las dia-
positivas.
9 x 12 12 x 15 14 x 18 20 x 30

¢En cudl de ellos se pierde menos contenido de la diapositiva si su tamano es de 25 x 38 milimetros?

Si las dimensiones de los formatos no son semejantes a las de la diapositiva, siempre se perdera algo de la imagen. El formato
que mas se asemeje a la razon entre dimensiones sera el que mas aproveche la imagen.

25
25 = 066
2 o5 12_gg 14 _ o8 20 _ 467

18 30

Con lo cual, el formato de 20 x 30 es el que mas aprovecha el tamafo de la imagen retratada.

Se quiere construir una cometa utilizando trozos de tela con forma de tridngulo rectangulo de colores
distintos. Para ello se cortan los triangulos por la altura sobre la hipotenusa, de forma que esta se di-
vide en dos segmentos de 30 y 50 centimetros, respectivamente. ;Qué area deben tener los tridngulos
originales?

h?=30-50 = 1500 = h = \/1500 = 10 \/15 = A — 30+ 50)2' 10V15 _ 4000/15 em?

Tres amigos estan situados en linea recta pegados a la pared de la casa de una amiga que les habla des-
de una ventana.

Uno de ellos se encuentra bajo la ventana, y los otros dos, a 5 y 3 metros a su izquierda y su derecha,
respectivamente.

Si la chica observa a los de los extremos bajo un angulo de 90°, ;a qué altura esta la ventana desde la
que les habla?

2=5-3=15= h =1/15m es la distancia del amigo de en medio a la ventana.



REFUERZO

Semejanza. Criterios de semejanza

5.50 Si la distancia entre dos ciudades es de 650 kilometros, al medir en un mapa a escala 1:300 000, ;qué
distancia se obtiene?
En la realidad: 650 km = 65000 000 cm
En el mapa: 65000000 : 300000 = 216,67 cm

5.51 La razon de las areas de dos hexagonos regulares es % Si el lado de uno de ellos mide 18 centime-
tros, ¢cudl es el perimetro del otro?
A =8 =L y—jk=181

a 36 6 €=21cm=>p=21~6=126cm

5.52 Halla el valor de x sabiendo que los lados AB y DE son paralelos.

c Por Tales sabemos que CDE y CAB son semejantes.
Razén — 6 3
4 cm azon = Z = 7
D X E %x=8=>x=?:5,33cm
2cm
A 8cm B

5.53 Considera los tridngulos ABC y A'B’'C'. ;Cuanto deben medir el lado A’'C’ y el angulo f'para que sean
dos triangulos semejantes? ;Qué criterio de semejanza utilizas?

B’ Si queremos que sean semejantes, el angulo C" debe valer 40° para ser
B igual al angulo C, y los lados que forman dichos angulos deben ser pro-
2cm 3cm porcionales:
40° 8
A L>c o c =
s k=i=£=>A’C’=3-£=£=24cm
2 5 5 5 '

Consecuencias de los criterios de semejanza

5.54 Si My N son los puntos medios de los lados AB y AC, ;cuanto mide el segmento MN?

7_

A Porsemejanza:|MN|=%|BC|=%7=2

3,5 cm

7cm

5.55 Los perimetros de dos tridngulos isésceles son de 15 y 5 centimetros, respectivamente. ;Cudl es la razén
de semejanza?

Si el lado desigual del primero mide 3 centimetros, ;cuanto miden los lados del segundo?

pP_5_1
p 1 3
. 1 . 5-1
Lado desigual = 3 - 3= 1cm Lados iguales = = 2.cm
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Se realiza una fotocopia de un rectangulo de 8 centimetros de base y 6 de altura reduciendo su tamano
en un 25%. ¢Cuanto mide la diagonal del rectdngulo fotocopiado?

Por el teorema de Pitagoras: d = \/6% + 8% = \/100 = 10 cm

Si se reduce un 25%, queda un 75%; entonces, k = 0,75.
d=d-k=10-0,75=75cm

En un tridangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa la divide en dos segmentos que miden 4 y 16
centimetros, respectivamente. Halla el area de un triangulo semejante a él si la razén de semejanza
1
es k= 7
Por el teorema de la altura: h* = 4- 16 =64 = h = V64 = 8 cm
A= 8 gy e
A oA =AK=80-+=2em’
A 4
AMPLIACION
Un alumno de 4.° de ESO necesita para la realizacion de un trabajo una copia reducida de un dibujo rec-

tangular de 35 centimetros de alto y 15 de ancho.
¢Qué porcentaje de reduccién tiene que aplicar para incluirlo en un hueco de 20 centimetros de alto?
20 4

Razén = i < 0,58 (se acota superiormente porque tiene que caber en el hueco)

Escala = 58% = Tiene que reducirlo un 42%.

El Ayuntamiento de una ciudad tiene previsto construir una torre con las dimensiones del dibujo. Los
profesionales que concursan para realizar el proyecto deben presentar una maqueta de 4,9 decimetros
cubicos. Calcula las dimensiones de la misma.

7-5-12

Volumen real = 7-5- 10 + 3 =350 + 140 = 490 m* = 490 000 dm?
, 49 3 _
Razon = ; 290 000 1/0,00001 = 0,02

Dimensiones:

12%x0,02=0,24m=24dm
5x002=01m=1dm
7%x002=014m=1,4dm
10 x 0,02 =0,2m =2 dm

La diagonal de una pista deportiva rectangular mide 13 metros y la razén entre sus lados es 2,4.
Existe otra pista semejante con perimetro de 102 metros. ;Cuanto mide su diagonal?

§=z4=b=z%

X+x+24x+24x=102=68=102 = x=15m= 24x=36m

Diagonal = \/36% + 152 =39 m



5.61 La altura del triAngulo mayor de la figura es de 8 centimetros, y las bases de ambos son paralelas.
Calcula el valor de x para que las areas A, y A, sean iguales.

En la figura se generan dos tridngulos semejantes. Razén = — b, = o b,
] b, - x
IA Area del triangulo pequefio = 12

< | oo
oo

Area del triangulo grande = bzz- 8 _ 5,
A +b)-(8—
Area del trapecio = (b, bz)z (8 —x

Area del tridngulo pequefio = érea del trapecio

by-x (b, +b)-(8—x

(x + 8)(8 — x)
2 2 X =

X

:>b1-x=<b1+%b1)(8—x):x=<1 +%>(8—x):x=
:>x2:64—x2:>2x2=64:>x:\/§:4\/5cm

5.62 Dibuja un cuadrado que tenga la misma area que un rectangulo cuyos lados miden 5 y 7 centimetros.
Utiliza el teorema de la altura.

Acctingto =57 =35M?*  Aiase = 35 cm? = lado = V35 cm

Para dibujar el lado V35 cm dibujamos un segmento AB de medida 5 + 7 = 12 cm; con cen-
tro en el punto medio del segmento trazamos una semicircunferencia de radio 6 cm. A 7 cm
de A trazamos una perpendicular a AB que se corte con la semicircunferencia. Este nuevo
segmento serd la altura del tridangulo ABC. Ademas, por el teorema de la altura sabemos que

A 7em Sem B h2=5.7,h="Y35cm = lado,,q.4- Tomando esa medida con el compas podremos dibu-
jar el cuadrado pedido.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

5.63 Figuras semejantes

Determina si la figura interior es semejante a la exterior y calcula, si es posible, la razén de semejanza,
la de los perimetros y la de las areas.

a) b) )
a) Para los cuadrados b) Para las circunferencias ¢) Para los triangulos
El lado del cuadrado menor es: La razon entre los perimetros es: La razén entre
VITTa 3 las éreas es:
32+ 42=5 =2.
: 15 A _18 4
La razoén entre los perimetros es —. La razén entre las areas es 22 = 4 . A6

5

. . 49
La razon entre las areas es 25

La razon entre los perimetros sera V3.
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5.64 Latas de disefo
Una conocida marca de refrescos ha disenado una nueva forma de recipientes para su producto estrella.

. 1 1 . . L . .
Las capacidades son de 3Y3 de litro, respectivamente, y el disefo es el mismo para los dos, es decir,

las latas son semejantes.

a) Calcula la altura de la lata grande sabiendo que la de la pequeia es de 12 centimetros.

5.A1

5.A2

b) Halla la superficie de la base de la lata pequena sabiendo que la de la grande es de 75 centimetros

cuadrados.

, , V
La razon de los volimenes es: Vo

3
La razon de las medidas lineales sera: = V1,5=1,14

I

3
La razén de las areas sera: '2 = (\/1,5)2 =130

a) Si la altura de la lata menor es de 12 cm, la de la mayor sera
h"=12-1,14 = 13,68 cm.
b) Si la superficie de la base de la lata mayor es de 75 cm?, la de la menor

sera A = 5 _ 57,69 cm?.

1,3

AUTOEVALUACION

Indica cudles de los siguientes pares de tridngulos son semejantes y, en ese caso, calcula la razén de

semejanza de sus lados.

a)3,4,5y4,5;6;7,5cm ¢) 5, 12, 13y 12,5; 30; 32,5 cm
b) 2,5, 6y4, 10, 11 cm d)4,7,10y 2,4; 4,2; 6 cm
. _3 . _5 , _ 3
a)S|:>k—7 b) No o] S|:>k—7 d)S|:>k—§
Si ambas figuras son semejantes, calcula el area de A sabiendo que la de B es de 43 unidades cuadradas.
2
Razon = 7
7 2
(2} 3= A 3212 2
A= (7) 43 = 29 43 = 19 =351u
2
Figura A Figura B

5.A3 Me han regalado una reproducciéon de la torre Eiffel a escala 1:4000 que mide 8 centimetros. ;Cual es

la altura real del monumento?

8- 4000 = 32000 cm = 320 m

5.A4 Los catetos de un triangulo rectdngulo miden 3 y 4 centimetros, respectivamente. Se quiere dibujar otro

116

tridngulo rectangulo semejante de modo que el cateto menor mida 6 centimetros. ;Cuanto debe me-

dir el otro cateto?
Ya que los tridngulos estan en posicion de Tales, son semejantes y, por tanto, sus lados son proporcionales:

k:g=2:>b=4~2:8cm



5.A5

5.A6

5.A7

Considera los tridangulos de la figura.

A a) ¢Cémo deben ser los lados MN y BC para que los triAngulos AMN y ABC
sean semejantes?
5cm
b) Halla el valor de x.
M N
3cm

a) Deben ser paralelos.

X+5=£:>3-(x+5)=5x:>15:2x:>x:%

5 3 =75am

X b)

B X c

Calcula el perimetro de un rombo semejante a otro, cuyas diagonales miden 24 y 16 centimetros, si la

, 3 1
razén de sus areas es k = T

Por el teorema de Pitagoras:

1224+ 8=01=1=1208=4V13=p=4-1=16\13 cm

Al =1
AT K=k=g
F;=k:>p’=k-p=%-16\/17=4\/ﬁcm

En un triangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa la divide en dos segmentos que miden 2 y 18
centimetros, respectivamente. 3
Calcula el area de un tridngulo rectangulo semejante con razén de semejanza k = >

Por el teorema de la altura:

R=18-2=36=h=136=6cm h'=h-k=6%=9cm

_b'-h _30-9 )
i s =135 cm

b’=b'k:20-%:30cm A

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El espejo
¢Qué dimensiones debe tener un espejo para que puedas verte en él a ti mismo por completo?

Cuando se plantea el problema las primeras ideas que se dan son que depende de la distancia a que esté el espejo o que el mismo
tamafio que la persona. Haciendo un analisis mas profundo se comprueba que ambas conjeturas son erréneas.

Plantearemos el siguiente grafico:

TEmy2 Podemos observar que el tamafio del espejo
debe ser la mitad de la persona que mira y
es independiente de la distancia a la que se
lo coloque.

N
/
Nl

Ex E

L
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3 ECUACIONES Y SISTEMAS

EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1 Resuelve las siguientes ecuaciones.

X | X 2x+3  7x-5
a) Z + E =20 Q) 3 + 2 =7
X 2 x-1 2x—1) 3(2-x)
b) (z 1>§ > - 2x d) 1 = = 5
X | X _
a) Z + g =20
M.c.m. de los denominadores 4 y 6: 12
Se multiplica la ecuacion por 12: 3x + 2x = 240
Se reducen términos semejantes: 5x = 240
Se divide por 5: x = 48.
X 2 x—1_ x—4 2 x—-1_
b)(z—'])?— 2 =2X= 2 3 2 = 2X
Lo X—4 1T x—1 x—4 x—-1_
Se simplifica: 3 3 5 = X = 6 5 = 2x
Se multiplican por 6 la ecuacion: x — 4 — 3x + 3 = 12x
Se reducen términos semejantes: —1 = 14x
. .
Se divide por 14: x = 1
2x+3 | ITx—5
q 3 + T 7
M.c.m. los denominadores 3y 4: 12
Se multiplican la ecuacion: 8x + 12 + 21x — 15 = 84
Se reducen términos semejantes: 29x = 87
Solucién: x = 3
26— 1) 32 —x)
d1 - 5 = 5
1= B2 O 10— g+ 4= 30— 1K= X = 162 x = 12
3.2 Calcula la soluciéon de estas ecuaciones.
a)x*—10x+24 =3 )—x>+2x=0 e)2x — 6 = 2x(x + 2)
b)5x2—9% +4=0 d) x(2x —5) =6 — x f) x> — 9 = —2x?
10 = V(=100 —4-1-21 \/
a)x’=10x+24=3=x>—10x+21=0 X= ( 2‘)1 :1012 16:102i4: <;

9+1\/(-97 —4-5-4 1
b)5x2—9x+4=0 x= (=9) —9i1:<

= 8 4
25 10 05

QX +x=0=x(—x+2)=0;x=00x=2

A Xx2x—5=6—x=2X>-5%x=6—x=>2x—4x—6=0=x"—2x—3=0

2\ —41-(=3) _2+4 /3
- 2 72 ‘<—1

X

X —6=2X+2)=22X—6=2X* 4+ M=%+ 2x+6=0=x+x+3=0

—1+\17—4-1-3 _1x=V-n
2

2-1

No tiene solucion.

fx?—9=-2=3x=9=x'=3=x=*\/3
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3.3 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)x*—5x2+4=0 d)x®*—64x3=0
b) x* —10x*+9=0 e)4x*+8x=0
c) x* — 26x* = —25 )3x) —12x*+ 12x =0

ax=zx'=22=2-5+4=0

5+V(-52—-4-1-4 5+3 <4:>x2=4:>x= *2
zZ = — —

2-1 2 \1=xX=1=x==*1

b)x*=zx=2422—-102+9=0

_10£V(-107-4-1-9 _10+8 _[9=x=9=x=1
21 2 1o =1=x=1

OxXl=z=x'=242"—-262+25=0

26+\/(—26F—4-1-25 26+ 24 <25:>x2=25=>x=i5
Z = p— =
21

2 1=xX=1=x==*1

XK —64)=0=xX=0=>x=00x*=64= x=4

e)dxx+2)=0=x=006 x= -2

4+\(-4F —4-1-4 40

N3xx> —4x+4)=0=x=00 x= 77 = = 2 = Raiz doble
3.4 Halla las soluciones de estas ecuaciones.

ax>+2x>—-x-2=0
b)x* —6x>+3x+10=0
a) |12 -1 =2 Plx) = (x — 1)(x* + 3x + 2)

1 2 3V 412 341

13 2 o x= 2-1 “T 2 7=
Soluciones: x = 1,x= -1y x= =2
b) 1 -6 3 10 P(X) = (x + 1)x* — 7x + 10)

-1 =17 -10 L IEVED 4110 73 5

1 =7 10 0 21 2 2
Soluciones:x = =1, x =2y x=5

3.5 Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones racionales.

2 2 —x
a);_x+3_‘I

X 2
b)x+1 x+2_3

2+3) 2 —xx  x(x+3)

- = X+6—2x+xX=x"+3x=3x=6 =2
a)x(x+3) x(x + 3) x(x+3):>x xrTao=x X= =X
+2 3x+ 1)x —2

S N 1k N k)| S NP W WP S S P S ¥ S-S

x+Nx+2 G+DXx+2)  x+1x+2)

5\ —-42-4 _5+4/7

X = 33 = 2 = No existe solucion.




3.6 Resuelve estas ecuaciones radicales.
a)Vx*+5x+1=x+2
b) V40 — x>+ 4 =x
AOV2x—1+\Vx+4=6
d)\V6 +x +2x=-2
a)(‘\/x2+5x+‘|)2=(x+2)2:>x2+5x+‘| =xX2+4x+4=x=3
Comprobacion: \/3? +5-3+1=3+2

b) (VA0 —x?) = (x — 4P =40 — X = x* — 8x + 16 > 2x* — 8x — 24 = 0
4= V(=4 —4-1-(-12 4i8_<6

2 __ _ — = =
X dx —12=0=x 31 3

Comprobacion: x = 6 = \/40 — 6> + 4 = 6 = Si es correcto.
x=—-2=140 — (—2)*+ 4 # —2 = No es correcto.

OV —1)=(6-Vx+a)=>2x—1=36-12Vx + 4+ x+4=(12\x+4) = (41 — xp

144(x + 4) = 1681 — 82x + x* = 144x + 576 = 1681 — 82x + x> = x> — 226x + 1105 =0

226 = \/(-226” — 4-1-1105 226 + 216 _ <221
21 T2 ~\5

Comprobacion: x = 5 = \V2-5—1+1/5+4=6=Sies correcto.
Xx=221=12-221 — 1 +1/221 + 4 =21 + 15 # 6 = No es correcto.

DV +x = (-2 - 20 =6+x=4+8x+ =4 +Tx—2=0
I 1
“7T+\VP-4-4-(-2) -7+9 < 2

X= 2-4 B

WA IR PR NP - S I
ComprobaC|on.x—4: 6+4+24—2+2—3:Noescorrecto.

Xx=-2=V6—-2+2(-2)=2— 4= —2= Sies correcto.

3.7 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 2 log,x =10
b) log, 625 = 4
c¢)3logx = -6
dIinB-x)=0

a)2log,x =10=log,x =5=x=2>=x =32

b) log, 625 = 4 = x* = 625, luego x = 5
03logx=—-6=logx=—-2=x=10"2=x = 0,01
dINB—x=0=23—x=1=2x=2

3.8 Encuentra la soluciéon de estas ecuaciones.
a) logx + log50 = 4
b) logx + log100 = 0
c) logx®* — 2 logx = log 10
d)log3x—-1=0

a) log50x = 4 = 50x = 10" = 50x = 10000 = x = 200
b) logx 4+ log100 = 0 = logx = —log100 = logx = —2 = x = 102 = x = 0,01

3
q) logx® — 2 logx = log10 = Iog%= log10 = logx = log 10; luego x = 10
d) log3x =1 :>10=3x:>x=?
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3.9 ¢Es correcto el proceso de resolucion de estas ecuaciones? En caso contrario, indica el error.

x+ 1 X+ 1
> )=Iogx:><T>=x:>x+1=2x:>x=1

b) log(x — 2) - log2 = logx = log(x — 2y’ =logx=> (x -2 =x=>x>-5x+4=0=>x=4,x=1

a)log(x + 1) — log2 = logx = Iog(

a) Correcto.
b) Error: log (x — 2) - log2 # log (x — 2)?

3.10 Encuentra la solucion de estas ecuaciones.
a)4 - 5 =500
b) 5 - 5* = 2500
C) 6**2 = 46656
d)7-3""=567

a4 -¥=500=5=15o5==x=3

b) 5 - 5% = 2500 < 5 = 500 < logs (5%) = log; 500 < 2x = logs 500 <> x
06¥ " =46656=6"""'=0CFo2x+2=6=2x=4x=2

d)7 -3 "=57T=3F "=81=3F "=3F=sx—1=4=x=5

_ log500
~ 2 -logh

3.11 Resuelve estas ecuaciones exponenciales.
a)2*+ 2**' =384
b) 5 + 5**' + 5**2 = 775
9-10-3**""+81=0
d 4 —-9-2"=-20
aA2+2-2=3-2c(1+202=3-2"2=20x=1

b)5+5-5+25-5=75<(1+5+25 -5=75=31-=7155=25x=2
O(B3)—=10-3-3"+ 81 =0; Llamamos ¥ =u < u? —30u + 81 =0

C30+x\(-30f-4-1-81 30+24 [21eF=2eF=3Fox=3
U= 21 T2 T\ 3e3¥=3o03=3ox=1

d) (29 —9-2"= —20; Llamamos 2 = u < u’> — 9u + 20 = 0

log5
log 2

9+xV(-9P—-4-1-20 91 52" =5 log,(2) = log,5 & x =
eUu= 21 T2 *

s =4er=2x=2

3.12 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales.
2
Tty
a)

X
3+y—5

5

b 2(2x — 1) +9=8 -3y
) bx —y=17

)9x+8y=60 9% + 8y = 60 Sx=20=x=14
X+2y=10 7 |4x+8/ =40 |2y=6=y =3

b){4x—2+9=8—3y:>{4x+3

y =1 2x=2=x=1
=
ox —y=17 18x — 3y = 21

—y=7-6=y=—1



3.13 Indica de qué tipo son estos sistemas seguin el nimero de soluciones que tienen.

a) XxX—2y+3=0 b)x+2y=4
3x + 9 = 6y 3x —y=5
X —2y=-3
a) {3x — 6y = -9
Y Las rectas coinciden en todos sus puntos; por tanto, el sistema tiene infinitas solucio-
nes, es decir, es un sistema compatible indeterminado.
!
o 1 X

El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica solucion en el punto (2, 1).

3.14 Encuentra las soluciones de estos sistemas.

ol Z-¥=3 by [271 =3 =1 ) [logx* +logy=6  |le9x=2=2logy
4.2—5.5%=7 2"+ 8-3¥=32 log (xy) =4 log(—]=—1
y
¥ — 5= »=3+5 »=3+5 ¥ =5=y=1
A14.2-5.5=714.-B4+5) — 5-5=7"]124+4-5—-5.5=7)2=3+5=8=x=3

b) 2T — = 1 27 —3-3=—1 -MN-3¥=-33=3F=3=y=1
=>2x+1_9:_1:>2X+1:8:>X+1:3:>X:2

274 8-¥ =T 2" +8-3 =32
X3
Iogx3—logx=2:>I097:2:>

log x* + logy = 6 log x> + logy = 6 _ B B _
c){ log (xy) = 4 logx + logy =4 = logx’ =2=2logx=2=logx=1=x=10
logy =4 —1log10 = logy = 3 = y = 1000

2logx=0=>x=1
0=2-2logy=logy=1=y=10

d log x* =2 = 2log y logx + logy =1
Iog<§>=—‘l :>[Iogx—logy=—‘lz>

62



3.15 Resuelve estos sistemas.

xX*—xy =6 x—y)V-xy=6
a){x+2y=0 c){ x—y=1

3x? —y> = -1 x* =2y’ =1
b){ x>+ y*=5 d){ Xy =6

xXt—xy =6 _ [X —xy= ' +y=6=y =1=y= =1 x=2 y=-1
a){ :02{ :>{ Xx==*2 Zlx=-2 y=1

(—x+1)VY -2+ x=6=

2 _ 2 —
c){(x_ )Z_Xy: {(X_2X+1)2_X(2X_1):6 X 2X+1 2X + x 6

% —y=1 y=2x—1 = ~1+y1-4-1-5
X+x+5=0=>x= 7
No tiene solucion.
2 -2y =1 'y
Xt — 2y =1 oY B Yy -3=0
A" T = 6 =1y Yy =
Y X_7 Llamou = y* v* = y*

S +u—36=0=u= = -9

22 4 — =y = ot ] = No tiene solucion.

—1 =\ —4-2-(-36) _1i17_<4:y2=4:»y=¢2
2

2
=>y=2 x=30y=-2 x=-3

RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.16 La leche desnatada de una determinada marca contiene un 0,25% de materia grasa, y la leche entera,
un 4%.

Calcula la cantidad que hay que mezclar de cada tipo para conseguir leche semidesnatada con un 1,5% de
grasa.

Cantidad de leche desnatada: x
0,25x

100

Cantidad de leche entera: y

grasa

dy
grasa 55
025x , 4y 15k +y)

100 100 100

=0,25x +4y =15+ 1,5/ =25y =125 =>x = 2

Doble cantidad de leche desnatada que de entera.

3.17 Un peluquero quiere conseguir una disolucion de agua oxigenada al 6%. Dispone de dos botellas, una
al 3% y otra al 33%. ;Como debe realizar la mezcla para obtener la disolucion que desea?
¢Qué cantidades necesita para lograr aproximadamente un litro?

Tipo l:x  0,03x + 0,33y = 0,06(x + y) = 0,03x + 0,33y = 0,06x + 0,06y
Tipoll:y 0,27y = 0,03x = x = 9y
Nueve partes de la primera agua oxigenada por cada parte de la segunda.

Para lograr un litro: 0,9 litros al 3% y 0,1 litros al 33%.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Ecuaciones de primero y segundo grado

3.18 Resuelve estas ecuaciones lineales.

a)—-4x+3=7x-19
—-3x

b)T+%=—5x+26

) =5(2x — 1)+ 3x - 2= —(6x— 4) +7
DT

e)X-g3+2x3—1 +%=x1—25_%
f)¥+2(—3x+1)—%=*5+3+%

a)—4x+3=7x—19= —1x=-2=x=2

b)_Ty+%=—5x+26:>—3x+2:—20x+104:>17x=102:>x=6
Q-5x—1N+3x—2=—-6x—4)+7=—-10x+5+3x—2=—-6x+4+7=>x=-8
X3 - 9 6ax — 3) = 95k + 1) = 64x — 48 = 45x + 9 = 19K = 57 = x = 3

51 16 B = - IR

x+3  2x—-1 1 _x-5 2 _ — Yy _ - _ - _
e) 6 + 3 +Z_ o 3:>2x+6+8x 4+3=x—-5-8=2>%=—-18=x= -2
3(x — 2) 2 4 +3 16

f) 5 +2(_3X+1)—§—T+?

I —18—-90x+30—6=—-4x+3+80=—T7Ix=71=>x=—1

3.19 Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado con paréntesis y denominadores.
a) 3(2x — 5)+8x—6=§—(5x+3)

b)w—2(2—3x)=8x—1—2(x+3)

- —4x + 2
X 4—4(—2x+1)—#=2(x—3)+5"2+6

)

6-2x—3) 8
d—— =3

a)3(2x—5)+8x—6=§—(5x+3)4:>12x—30+16x—12=x—10x—6<:>37x=36<:>x=%

3(x + 3

b) (Xz )—2(2—3x):8x—1—2(x+3)<:>3x+9—8+12x=16x—2—4x—124:>3x:—15<:>x=
x—4 (=4 +2) 5x+6 x—4 —Ax+2 5x + 6
o) 3 —4(—2x+1)—T_2(x—3)+ 5 S5 +8x—4—T—2x 6+ 5
(:)2x—8+80x—40+4x—2=20x—60+25x+30@41x=20@x=%

6—2(x—3

9O 2T 86— e = —12 X = —1

7x =4
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3.20 Clasifica en tu cuaderno las siguientes ecuaciones de segundo grado segun el numero de soluciones
distintas que tengan.

2 —
a)5x* +6x+2=0 l. 0 soluciones

b) -3x* +4x+5=0 Il. 1 solucién
Ox*—6x+1=0 lll. 2 soluciones
d)x2-—5=0

ab’—4ac=36—-4-5-2<0=2a)l
b)b* —d4ac=16—4-(=3)-5>0=b)lll
Qb —dac=36—-4-1-1>0=0ll
db’—dac=0—4-(=5-1>0=dll

3.21 Calcula la solucién de las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a)6x’—11x+3=0

b)x?-—6x—-7=0
Ax*—6x+9=0
d) -2x*+2x+24=0
e)3x*+x+5=0
ax>+4x+1=0

18 _3
M EVENP-4-3-6 17 [ 1202
a) x = 26 T2 T\ 4_1
123

6=\V(-6F—4-1-(-7) 6+8 7

: 2 1

6+ \(-67 —4-1-9

Qx= ( )' =6i0=3=>RaizdobIe.

1 i\/(—1)2 —4-1-(=12) 1+7 4
2 _ - _ _ _
dx*—x—-12=0=x= 71 = —<_3

“1xV*P-43-5 _1+1/-59

e)x = 7.3 = = No tiene solucion.
—4 =\/F —-4-4-1 —4+0 —1 )
fyx = 74 = 3 —T:Ralzdoble.

3.22 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando un procedimiento diferente de la
féormula general.

a)3x>2—-27=0
b)x>+2x+1=0

c)—7x2+%x=0
d(x—-2-25=0

a3 =2T=x"=9=x= *3

b)x»+2x+1=0=Kx+1)?=0=x+1=0=x= —1= Raiz doble

5\ P 5 _ _ 5
c)x(—7x+?)—0:>x—00 7x+2—0:>x—14

X—2=5=x=17

d)(x—2)2=25=>{x_2:_5:>X:_3
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3.23 Halla la solucion de estas ecuaciones de segundo grado.

3x2  4x -1 2x(x—-3) 17
a5 = *

4 6 12
3x(x — 2
b)3x2—4x+5(x2—2):%+14
2x(—x +3) 5x* -2 59
2 _ - _ 2 =27
C) 6x 1+ 3 3 4x+6
3(—x + 2) —2x + 1 1
d) ——+ 4X<T> =x(=3x+1) - 5
e)3x—1_ 13
5 ~ 4x+5
3 Ax—1  Axkx—3) 17
e ST
18 — 12X+ 3 =4 — 12X+ 17214 =14=x*=1=x = *1
3x(x — 2
b)3x2—4x+5(x2—2)=%+14=>6x2—8x+10x2—20=3x2—6x+28=>13x2—2x—48:0
L 2=VET 43w 250 [Py,
213 26 W:T
2X(—x +3) 552 -2 59
2 — _ 2 el
Q6x’—1+ 3 6 4x+6

36X =6 — 4>+ 12x =5x> —2 — 24> + 59 =51 +12x—63=0=17x*+4x — 21 =0

4+ B 417 (-21)  —4+38 <1

X:

= -4 -21
217 34 = =T

x+ 2) +4x(_zx+1>=x(—3x+1)—1—

d 5 3 2

—18x + 36 — 80x> + 40x = —90x> + 30x — 15=10x* — 8 + 51 =0

818 —4-10-51 8+1-1976

=> No tiene solucion.

2-10 20
e)3x_1— 13 SBx—1N@x+5 =65=12+15x—4x —5=65=122+ 11x —70 =0
5  4x+5 - - -
_ 2 _1.19. (— _ 2
o 11i\/‘|12'142 12-(=70) _ 11;59: 0 -3
24 12

Resolucion de otros tipos de ecuaciones

3.24 Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando un cambio de variable.
a)x*—13x2+36=0
b) 3x* —15x* + 12 =0
Ox*—7x*-8=0
dx*—-2x3+1=0
e)x®*—17x*+16 =0
f) x"° —-31x*-32=0

a)x*—13x*+36=0
Cambioccu=x*uv*=x*=u>"—13u+36=0

13+ V(-13Y-4-1-36 _13+5 _ <9:>x2=9:>x=i3

u= 21 2

b)3x* —15x*+12 =0
Cambioccu=x*u’=x"=3u —15u+12=0=u>—5u+4=0

b=x=4=x= %2

R (=57 -4-1-4 5+3 [1=x=1=x==1
21 2 A= =4=x==*2
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Ox*—7x*-8=0
Cambiocu=x*u*=x*=u> —-7u—-8=0

21 2

L 1=VET a0 7i9:< 8 =8=x=2

dx*—23¢+1=0
Cambiccu=x*uw’=x*=uv>"-2u+1=0

25\(=2P—4-1-1 2+0

u= =1=x=1=x=1

2 -1 2

e)xt—17x"+16=0
Cambiccu=x*u*=x*=u> - 17u+16=0

17 = \(=17Y—4-1-16  17+15 _

“1=x=-1=x=-1

o=x'=16=x==*2

u:
21 2 <1:x“=1:x=i1

Hx®—31x*-32=0
Cambiccu=xu=x"=2u>-31w—-32=0

31 = \(=31—4-1-(-32) _31+33 _

32=x=32=x=2

u:
21 2 <—1=>x5:—1=>x=—1

3.25 Encuentra la soluciéon de estas ecuaciones por factorizacion.

a)-2x*+4x*+ 18x—-36 =0

b) 4x® — 24x* + 48x — 32 =0

) -3x*+3x*+12x* —12x =0
d)6x* —5x>—43x*+70x —24=0

Q) —2¢ + 4+ 18x — 36 = 0 —2 4 18 -36
2 -4 0 36
|-2 018 0

Soluciones: x =2, x = —3yx =3

b) 4x* — 24x* + 48x — 32 =0 4 —24 48 —-32
2 8 —-32 32

|4 —16 16 0

Solucién x = 2 raiz triple

Q=3 +33¢+ 12> —12x=0 1 -1 —4 4
1 1 0 —4
1 0 -4 0

Solucionesx =0, x =1,x=2yx= —2

dyox* —5x> —43x2+70x — 24 =0
6 —5 —43 70 —24
2 12 14 -58 24
l6 7 -29 122 o0

16 _ 4
S nxVEny-46-4 19«5 [ 123
X= 2-6 T2 T \6 _1
1272

Soluciones: x = 2, x = —3,x = iyx = %

3

PX)=(x —2)(-2x*+18) = 2x* =18 =

=>x=9=x==*3

P(x) = (x — 2)(4x* — 16x + 16) =
=4(x — 2)(x* — 4x + 4) =
=4x —2)(x — 2> =4(x — 2)°

P(x) = —3x(x> — x» —4x + 4) =
= =3k — N> —4) =
= —=3x(x — 1)(x — 2)(x + 2)

6 7 -29 12
-18 33 -12
l6 —11 4 0

-3

P(X) = (x — 2)(6x® + 7x2 — 29x + 12) =
=(x— 2)(x + 3)(6x* — 11x + 4) =

4 1
=6 —2)(x + 3)<x - §><x - ?>

67



3.26

3.27

68

Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

g4 ___6 _1 g x+2 3 _x+5
x—2 x+3 3 X*+2x+1 2 x+1
x+1 2x + 1 3 3 6 -2
b)3x—2+x+5_3 d)x+1_x+4_4x—8
a) 4 6 :l:} 12+3) 1Bk —2) _ x—2)x+3)

x—2 x+3 373x—-2(xx+3) 3x—2Kx+3) 3(x—2kx+3)

=12x+36—18x+36=x>+x—6=2x+7x—78=0>

~7 VP —4-1-(-78) —7+19 6
=X = = =
21 2 -13

x+1 2x+1_ 3 2 + 1)(x + 5) 22x + 1)3Bx —2) _ 3(3x — 2)(x + 5)
b S ot x5 T2 T B =2+ 5 | 2B =25 2Bx—2x+5)

S +H 12X+ 10+ 12 —2x—4=9%>+3% —30=5x —29% + 36 =0 =

=x= = =

2-5 10 05
4x + 2 3 _x+5 4k+2 3 _x+5 200x+2) | 3x 1)  2x+ 5K+ 1)
Sy Hl vy Ty P A s e [P ) AT 1 =

=S58 +4+3+x+3=2"+12Xx+10=x*+2x—3=0=>

2N —41-(23)  —2x4 1
=X= 21 -T2 _<—3
93 6 _ -2 3 6 _ -1 _
x+1 x+4 4—-8 "x+1 x+4 2x-—-2)
6x + 4)x — 2) 120 + 1)(x — 2) —(x + DNix + 4)

TAUAN DX -2 T A+ D+ DX —2) 26+ Nx + Hx —2)

=6+ 12— 48 — 12+ 12x+ 24 = —x* = 5x —4=5x>—29% + 20 =0 =

29 +\/(=297—4-5-20 59+ 71 5
=X= 7.5 =~ 10 8 _4
10 5
Halla la solucion de estas ecuaciones radicales.
a)x—\/)_(—6=0
e)x+\Vx—-1-3=0
b) V8 —x=2-x
v 2 HVIxX+1=2x+4
0 -— =1
Vx g \Vox+1-2=\x+1
d)Z\/X—1—5=%
x -1

AX—\Vx—-6=0=>x—62=(\xX?=x—-12x+36=x=x—13x+36=0=

C13=V(-137-4-136 13+5 /9
=Xx= 2-1 “T 2 T \a

Comprobacion: x = 9 = 9 — 3 — 6 = 0 = Es correcto.
x=4=4—-2 -6+ 0= No es correcto.

b)V8—x=2—-x=28—-x=4-+X¥=2x-3%—-4=0=

3:V(E3P—4-1-(-4) 325 /4
=Xx= 21 T2 T\

Comprobacion: x = 4 = \/8 — 4 # 2 — 4 = No es correcto.
x=-1=18+1=2+ 1= Es correcto.




>

Vi 2 L VaVE 2 Vi

Vi = ox-2=\Vx=2 X M +h=x=xX - X+ 4=0=
X X X

>

_5*V(=5—-4-1-4 5+3 /4
=X= 2-1 “T2
2

Comprobacion: x = 4 = \/— - % =1=Escorrecto;x = 1= \/T - \/T # 1 = No es correcto.

DN —T-5-—2_2Vx=1Vx=1 >5Vx=1__ 3 _ 5 5 s\x—1-3=

\/x—1 \/x—1 _\/x—1 \/x—1

= -5Vx—1=—-2x+5=25(x—1) =4x> —20x + 25 =25x — 25 = 4x> — 20x + 25 =
45+\/(“457— 4450 45 +35 <10

2 _ = =
=4 —45x+50=0=x 7.4 8 10_5

8 4

x=10=2V10—-1-5= %: Es correcto.

Comprobacion:
5 5 3 1 3
X=>=2 |>-—1-5#———=2-—5+% = = No es correcto.
4 4 5 2 1
i 2

x+Vx—1-3=0=2Vx—-1=3—-x=2x—1=9-6x+x=x-7x+10=0=
7EV(=77-4-1-10  7+3 _<5

=X= 21 2 2

Comprobacion: x =5=5+ 15 —1 -3 # 0 = No es correcto; x =2 = 2 + \/2 — 1 — 3 = 0 = Es correcto.
HVIX+1=2Vx+4=Tx+1=4Kk+4)=>Tx+1=4x+16=3x=15=x=5
Comprobacién: x =5=1/7 -5+ 1 = 21/5 + 4 = Si es correcto.

PgVX+T—-2=Vx+1=25+1-4\V5x+1+4=x+1=24+4=4\/5x+1=x+1=\V5x+1=

S>X+2%+1=+1=2x¥-3=0=xx—3)=0=x=0yx=3

Comprobacion: x =0=1V\0+1 -2 # \/T:> No es correcto; x =3 =153+ 1 -2 =Y3 + 1 = Sies correcto.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

3.28 Resuelve las siguientes ecuaciones de tipo exponencial.

1X—3 1 X
3-Xx — X = —_— 2x __ . X -
a)6’ =216 c)3(3) (27> e) 13 6-13*+5=0
33X—7 77X—3
b)<7> =<§> d)3-4+3-4""+47"2=62 f) 10— 5. 2*"2 =950

a6 =216 "=6=3—-x=3=x=0

3 3x—7 B 7 7x —3 3 3x—17 B 3 =7x+3 B _ B
b)(7> _<§) :(7> —(7) =23 —-T7=-Tx+3=1x=10=>x=1

c)3x1—X73— LX:>—3X —1—=>33—3’3X=>3——3x x=—1
3) \27) T3 T T CoE

d3-4+3- 4"+ 4"7=62=3-4+12-4+16-4=62=314=602=4=2=2"=22x=12x=+

e)13*—6-13*+5=0; Cambio:u =13 v*=13*=u>—6u+5=0

log5
log13

u:

6V(=6'—4-1-5 6+4 _ /5213 =5=log, 13 = log,;5= x = log,;5 =
2-1 2 1213 =1=x=0

10 —5"1-22"2=950=10"—5-57"2.-22"2=9050=1010""2—5-100"2=950=95- 10" 2 =950 =
=2102=10=>x—-2=1=x=3



3.29

Resuelve estas ecuaciones de tipo logaritmico.
a)log(x — 1) + log(x + 1) = 3log2 + log(x — 2) \5/’

1 d) Iogx—8 =-04
b) log (x — 2) — = log (3x - 6) = log2 2

0) log, /27 = 2x — 1

a)log(x — 1) + log(x + 1) =3log2 + log(x — 2) = log[(x — 1) - x + 1)] = log[2* - (x — 2)] =
8+V(-8'—4-1-15 8= :<5

2 _ 1 — _ 2 _ — - =
=>x-1=8—-16=x"—-8+15=0=x 71 3 3

b) log(x — 2) — %Iog(Bx —6) =1og2 = 2log(x —2) — log(3x — 6) = 2 log2 =

e) log,(x — 2) — log,(x + 2) = 1 — log,(2x — 7)

k=2, =2 ) _ ) _
|093x—6 —I092:3X_6—4:x X+4=122—-24=x"—16x+28=0=
C16=V(-16-4-1-28  16+12 /14
—=X= 2-1 ) _<2Novale
0 log, V27 = 2x — 1 = 9>~ 1—\/5:3““2:3%:%—2=%:20x—10=3:20x=13:x=%
5 5
8 8 - -
d) |09X4=—0,4:>4:x“:>2? 1=x’°'“:>272=x’°'“:>2’°"‘=x’°'“:>x=2
e) log,(x — 2) — log,(x + 2) = 1 — log, (2x — 7) = log, (x — 2) — log, (x + 2) = log,7 — log,(2x — 7) =
= log, ;g Iog72X7_7:>§;§=2X7_7:>(x—2)(2x—7)=7(x+2):2x2—‘I‘Ix+14=7x+14:
= 2x> —18x = 0= 2x(x — 9) = 0 = x = 0. No es correcta y x = 9. Correcta.
Sistemas de ecuaciones
3.30 Indica el namero de soluciones de los siguientes sistemas lineales. Hallalas.
dx —y =2 y=>5
a){x+3y—7 b){4x+3y—5
ax—y=2 {12x—3y=6 {x:1 3 B B
a){ _ = - =i _ 2x—y=5 6x — 3y =15 X =2
X+3y=17 Xx+3y=17 y =2 b){4X+3y=5 4x +3y =5 :>y=—']
13x =13 10x =20
3.31 Resuelve los siguientes sistemas
X _ % _ x y
5 3 x-y=1 3(-2x + 1) — 4y = 3 2
y_
A x5y _ _ b’[_x+iy_s 933 L 0 s Mx, ¥
10 6 5 6 4
2
Y-
3x — 10y = 90 = —6
_ 5 y y
a) 1—g+fy=—6 :‘{—3X+25y=—180 :>{x=10
+ 15y = —90
b)x_y: X=y+1 8y +1) + 15y =100 =23y = N2 =y =14
2,43, 8 + 15y = 100 = |x = 5
50 4
(2x+1—4y—1 —6x — 4y = —2 —12x — 8y = —4 y= -1
4x — 2By +1)=8 T lax—6y=10 = |12x — 18y =30 Zx =1
— 26y = 26
2x — 3y =20 X=20
d)%+%:2 2x + 3y = 24 :>y=4
4 =24
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3.32 Resuelve los siguientes sistemas no lineales.

—-xy=5 5x* + y?> =25

a) {3x +y=1 d){3x2 —yt=-25
b) 4x* — y? = =20 ) x —y) =49

xy = —12 e x +2xy +y*=9
)xz—x +y*=17 £y 1x +y?=17
¢ x+y=5 X+xy+y=9

2 1 N 10 5
x*—xy=5 x*—xy=5 A —x—5—0 1= V1I+80 19 87
2) 3x+y= T34 xy=x K TXTITU=XE 8 8\ =

-1
M —yt =20 576 — y* = —20y* = y* — 20y — 576 = 0
b){xy=—12 = 41;124— 2=—20:>{Cambio:y2=u y*=uu’—20u — 576 = 0
,  20%V/400+4-576 20i52<36:>y2=36:>y=t6:> y=6 x= 2
= = y:— X =
2 2 -16 No tiene solucién
x2 xy+yr= (5—y)2—(5—y)y+y2= 25—10y+y S5y+yi+yl= 5+V25-24 /3= x=2
N xty=5 “lx=5-y =13y =15y +18=0= y’— 5y+6 0=Y= 2 2= x=3
5¢* + y> =25 , _ , _
d){3x2—y2=—25 =8 =0=x=0= y'=25 = y= 5
(x —y? =49 x — yf = 49 X—y= =7
{X + 2y +yr=9 :>(X+y)2: :>X+y=i3
2x =10 o X = x—y=17 :>2x=4 :>x=2
—2y=4 = -2 x+y=-3 -2y=10 y=-5
x—y=-1 - 2x = —4 N x= -2 X—y=-— :>2x=—10 N = -5
xX+y=3 -2y =-10 y=>5 X+y=-— =2y =—4 y=
Iy
X1+ +y=9=>x=
gl ry=1 h TFY _O-gp Uy 170y
X+xy+y=9 9-y =17 +yy " (+y 1+ yy
1+y

=81 18y +y+y+2 +y' =17+ 34y + 17y = y* + 2 — 15> = 52y + 64 = 0

12 —15 -5 64 13 —12 —64
11 1 3 -12 —64 4] 4 28 64
|13 —12 64 0 |17 16 0

—7+\V49-4-16 -7V =25

2 B 2

Y215y =52y +6A=(y— )y -4y +7y+16) =y = =

No tiene mas soluciones = y = 1 x=4 0 y=4 x=1
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3.33 Resuelve los siguientes sistemas no lineales.

a) 2+5 =9 b) 5¥+2 — 4 = -3 ) 2logx + logy =5 d) logx + logy = 2
222 4 T =41 3.5 — 4= —1 log(xy) = 4 x—6y=1
a) 2+5=9 N 2+ 5 = :>4-2‘+4-5y=36:> Y=50=y=1
274+ 5 =4 4-22+5-5 =41 4-22+5-5 =41 22+5=9=2=4=x=2
_5y :_5
by 3 -4=-3 5.5 — 4.y -1= -3 5.5 —16-4"2=— so1— =13 o lucid
3_5x+1_4y—2:_1:> 3,5x+1_4y—2:_1 = _48‘5X+1+16'4y_2:16:> - 43 — INO tiene solucion.

—43-577 =13

) 2 logx + logy =5 log(x* - y) =5 Xy =10 Se divide la primera ecuacion entre la segunda = x = 10;
log (xy) = 4 = log (xy) = 4 xy = 10 = entonces, y = 10° = 1000

x-y=10=(1+6y)y=100=6y>+y —100=0

logx + logy = 2 log(x - y) =2
d){ X—6y=1 Z|x=1+6y = _—t=Vieuo [4
12 26
. —25
Entonces: y=4;,x=25 0 y=T;x= —24
3.34 Dos numeros suman ;—; y su producto es ;—52 Calculalos. ¢De qué ecuacion de segundo grado son
solucion estos dos nimeros?
=24+ 152 = —y=1502+y—-2=0
1 2 1 10 1
X+y=—% ———t y=— Sh =5
SRNE sy VTS “1=Vit120 ey [303
_ .2 = 2 ~ |y = =3 12 2
X-y=—F X=— " 30 30 - _£
15 15}/ 30 5
1 _ 22
y== X= ——1— 5
= 3
2 2 1
Y=7s X7 E

Estos nimeros son solucion de la ecuacion:

<x+%>(x—1§>=0=>(5x+2)(3x—1)=0=>15x2+x—2=O

CUESTIONES PARA ACLARARSE

3.35 Sea la ecuacion bicuadrada ax* + bx> + ¢ = 0, con a, b y c distintos de 0.
a) ¢Cabe la posibilidad de que sus soluciones sean x = 1, x = 3, x = =2y x = 5? ;Por qué?
b) ;Qué condicién deben cumplir los coeficientes para que la ecuacién anterior no tenga solucién?

a) No, porque para que la ecuacion sea bicuadrada, las soluciones tienen que ser opuestas dos a dos.

b) Si b2 — 4ac < 0, la ecuacion no tendra solucion.

i —b*+=Vb*— dac

5 2a

< 0y los dos numeros obtenidos son negativos, la ecuacion bicuadrada no tendra solucion.
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3.36

3.37

3.38

3.39

3.40

3.41

Indica si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas. .
a)log.x=log,y =>x=y Q) Iog\3/ 7= 3 logx

b)an=bm:n=m d)aZx—3=(a2)X_%

Falsa. Solo sera cierta sia = b.
Falsa. Solo sera cierta sia = b.
Verdadera.
Verdadera.

a
b
C
d

Sea la ecuacion exponencial a* = b (con a > 1). Relaciona en tu cuaderno estas dos columnas.

b>0 x=1
b=0 ><E xe R
b=a x = log,b

Las dos graficas siguientes representan las ecuaciones de un sistema.
a) ¢Es un sistema lineal o no lineal? ;Por qué? ’\
b) ¢ Cuales son sus soluciones?

a) Es un sistema no lineal. Una de las graficas no es una recta.
b) Las soluciones son:x =1,y =2, y x =4,y =5.

0| 1 X
Observa las dos rectas correspondientes a un sistema de ecuaciones. v
¢Como han de ser los coeficientes de las incognitas en ambas ecuaciones?
Los coeficientes de x e y seran proporcionales, no asi el término independiente.
N
0| 1 X

PROBLEMAS PARA APLICAR

Shalma vive en un poblado de Kenia y debe caminar hasta el poblado vecino para ir a la escuela. En la
primera media hora recorre un cuarto del trayecto, y en la media hora siguiente, dos quintos del tra-
yecto restante, quedandole todavia 4,5 kilémetros por recorrer.

¢A qué distancia se encuentra la escuela?

Llamamos x a la distancia de su casa a la escuela.

X 2 3x X 6x
Z+§-T—x—4,5:>Z+%—x—4,5:>5x+6x—20x—90:>9x—90:>x—10km

Calcula las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su diagonal mide 15 centimetros, y su area, 108
centimetros cuadrados.

108\’ , 5
X+ yt =15 7 +y*=15 2 2 2
X-y =108 X:@ 108 + y* = 225y = y* — 225y + 11664 = 0

Cambio:u = y% u* =y u>—225u + 11664 = 0 =

25 \225 —4-11664  225+63 [144=y=12 x=9
=Uu= 2 T2 81=y=9x=12

Las soluciones negativas no las consideramos porque las dimensiones de un rectangulo tienen que ser positivas.
El rectdngulo tendra por dimensiones 9 x 12 cm.
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3.42

3.43

3.44

3.45

3.46

3.47

74

De un rombo se sabe que su area es 120 centimetros cuadrados, y que la proporcion existente entre la
diagonal mayor y la diagonal menor es 10 : 3.

Calcula la medida de las diagonales.

{Dzduo 032 _ 20 l D' = 800 = D = 20\/2 cm
=

10
_ = 3D - 20V2
3D = 10d d=-= d:%id:mﬂcm

10

Las personas que asistieron a una reuniéon se estrecharon la mano. Una de ellas advirtié que los
apretones de mano fueron 66. ;Cuantas personas concurrieron a la reunion?

En la reunién hay x personas. Cada persona da la mano a x — 1 personas.

x(x — 1) 1+1 —4-(-132) 1i23<1z

3 =66=xx—1)=132=x>—-x—-132=0=>x= 7 =
Concurrieron 12 personas.

Una ebanista quiere partir un liston de madera de 30 centimetros de longitud en tres trozos para
construir una escuadra, de manera que el trozo de mayor longitud mida 13 centimetros.

¢Cual es la longitud de los otros trozos?

{x+y+13=30 { x=17—y { 289 — 34y + y? + y? = 169 = .
(

X2+ y? = 132 17 — y? + y* = 169 2y =34y +120=0=y’— 17y + 60 =0

12cm=x=5cm
5m=x=12acm

17 =\/289 —4-60 17 +7
Los otros dos trozos miden 5y 12 cm.

La edad de mi nieto sera dentro de tres aios un cuadrado perfecto, y hace tres aios era exactamente
la raiz cuadrada de ese cuadrado perfecto. ;Cual es la edad actual de mi nieto?

2 1=V1—4-(-6) 1=+5

3
2 — — — — — — —
=y -y-6=0=y= 5 = —<_2:>y—3,x—9 3=6

Tiene 6 afos.

En unos laboratorios se ha comprobado que el nimero de células de una muestra se quintuplica cada
minuto transcurrido.

Si inicialmente habia dos células, ;cuantos minutos deben transcurrir para que el nimero de células sea
de 19 531 250?

2 -5 =19531250 = 5= 9765625 = 5 = 5" = x = 10

Una empresa de reciclado de papel mezcla pasta de papel de baja calidad, que compra por 0,25 euros
el kilogramo, con pasta de mayor calidad, de 0,40 euros, para conseguir 50 kilogramos de pasta de 0,31
euros el kilogramo.

¢Cuantos kilogramos utiliza de cada tipo de pasta?

x +y =750 N 0,25x+0,25y=12,5:> y
0,25x + 0,4y = 50 - 0,31 0,25x + 0,4y = 15,5 X=

—0,15y = —3

20
30

Se utilizan 30 kg de pasta de baja calidad y 20 kg de pasta de mayor calidad.



3.48

3.49

3.50

3.51

3.52

3.53

Utilizando la regla de la divisién, averigua el dividendo y el divisor de la misma sabiendo que el
cociente es 2; el resto, 7, y que el producto de ambos es igual a 490.

(2d + 7)d = 490 = 2d* + 7d — 490 = 0

D=2d+7 d=14
D-d=490= , —7=7\/49+4 2-490 <14 e

d= 4 “\-175

El resultado d = —17,5 no es entero, por eso no lo consideramos.

Si a uno de los lados de un cuadrado se le aumenta su longitud en 5 centimetros y a su lado contiguo
en 3 centimetros, el area de la figura aumenta en 71 centimetros cuadrados.

Calcula el lado del cuadrado.

X+5 - x+3)=xX+TT=2x+&+15=xX4+71=8=56=x=7cm
El lado mide 7 cm.

Las edades actuales de una mujer y su hijo son 49 y 25 afos. ;Hace cuantos afnos el producto de sus
edades era 640?

Hace x afos: (49 — x)(25 — x) = 640 = 1225 — 74x + x* =640 = x> — 74x + 585 =0

65
74 = \/(-74Y— 4 - 585 74+56 <9

x= 2 2

Hace 65 afos no pudo ser porque no habian nacido. Por tanto, la respuesta correcta es hace 9 afos.

En la civilizacion egipcia, debido a las periédicas inundaciones del Nilo, se borraban los lindes de sepa-
racion de la tierra y, para la reconstruccion de las fincas, necesitaban saber construir angulos rectos.
En un viejo papiro se puede leer lo siguiente: “La altura del muro, la distancia al pie del mismo y la linea
que une ambos extremos son tres nimeros consecutivos”.

Halla dichos nameros.

Tres nimeros consecutivos: x, x + 1, x + 2
X+ X+1)P=x+20V=x+X+2X+1=xX*+4+4=x—-2x—3=0

2i\/4+12:<3

2 —1

Los nimeros seran: 3, 4y 5.

Una agricultora quiere comprobar cual es el nimero de hectareas de superficie que posee su terreno
rectangular de cultivo. Sabe que la distancia maxima existente entre dos puntos del mismo es de 25 de-
cametros y que la proporcion entre el largo y el ancho es 4:3.

Si una hectarea equivale a 100 decametros cuadrados, ;cuantas hectareas tiene la superficie?

La distancia maxima entre dos puntos del rectangulo correspondera a la diagonal de este.

4 25
X == —y’ =625 2 =225 = 15 dam
{Xz+y2:252 ~ 116 EL R =7 =Y
3x = 4y —9y2+y2=625 x:£15=20dam

3

Obviamente, solo consideramos las soluciones positivas.
Area = 15 - 20 = 300 dam® = 3 hectareas

Una muestra radiactiva se va desintegrando de modo que, cada cinco anos, su masa se reduce a la
mitad. Si se tienen 800 gramos de dicha sustancia, {en cuanto tiempo se reducird su masa a 50 gramos?

LA T I SN SDTI
800(2) _SO:2§_16:>25_2 :>5—4:>x—20anos
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3.54 Con la ayuda de los alumnos de varios centros escolares se estan rehabilitando las casas de un pueblo
abandonado. Ahora se ocupan de la remodelacion de un depodsito de 1000 metros cubicos que abaste-
ce de agua potable al pueblo. Tiene forma de prisma cuadrangular tal que la altura es el cuadrado del
lado de la base menos 15 metros.

Calcula la longitud del lado de la base y la altura del deposito.

x>+ h = 1000 (h + 15) - h = 1000 3

—15 + \/225 + 4000 <25
Nos quedamos con las soluciones positivas: h = 25 m

XX =40=x=2V10m

REFUERZO

Ecuaciones polinémicas, racionales y radicales
3.55 Resuelve las siguientes ecuaciones utilizando las estrategias estudiadas segun el tipo de ecuacion.
a) -25x - 1) + 222 - 22— g - 1)
b)20x>+ 11x -3 =0
Ax*—5x*—-—36=0
a2 y1=_2
e)4dx’—4x*—14x+14 =0

x—4 T x+3
f)V12—-x=x+8

a)—2(5x—1)+3x3_2—53—5:4(x—1):>—30x+6+3x—2—55=12x—12:>—39x=39:>x=—1
1
—11 = V121 + 24 5
b)20x + 11x —3=0=x= 20 0 _ 3
4
x'—5x—36=0cambiou=xX*=uv> -5 —-36=0=
5+ V25 + 144 9=>x= =3
Sy="—""—-"——"""-=
2 —4 = No es correcta
d) 5X 1= 4 . (5x)(x + 3) +(X—4)(X+3): 4(x — 4) N
Xx—4 X+3 7 x—Hx+3) Kx—4Hx+3)  (x+3)x—4

524+ 15x + XX —x—12=4x—16=6x+10x+4=0=3x+5x+2=0=

-2
—5+ V2524 _ <T

=X = 6 1

QA -4 —14x+14=0=2—-2x*—-Tx+7=0

2 _2 _7 7 P(X)Z(X_1)(2X2_7):X—‘| =0$X=1
1 2 0o —7 2 o e
2 0 -7 0 2 -7=0=x=2ox=x (I

DVI2—x=x+8=12—x=x"+16x+64=>x>*+17x + 52 =0=

17 + \/289 — 208 _ < 4

2 =13

=>X=
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Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

3.56 Calcula la solucién de estas ecuaciones exponenciales.
a)4-9-22+8=0 b) 2~ + 2°*2 =72 ) V128 = 4>
A —9-248=0=2*—-9-2+8=0;cambio2=u=uv*"—-%W+8=0=

9+'V81 — 32 8=>2=2=x=3
Sy ==
2 1=22=2=x=0

D2 42 =22 22 =292 =2y =82 =P sx=4

V128 = 4> = 23 =2“X=%=4x:x=%

3.57 Resuelve estas ecuaciones logaritmicas.

a) log,(x + 1) — log,(1 — x) = log,(2x + 3) b)Iogg\5/27 =2x—1 c) logx = %Iog(x + 2)
x+1 x+1
a) logy(x + 1) — logy (1 — x) = log, (2x + 3):>Ioggﬁ= logs (2x + 3):>ﬁ= xX+3=2x+1=2x+3)(1 —x >
=SX+1=—Xx—-2X4+3=22+2x—-2=0=2x>+x—-1=0=>
—1+V5 y
o i\/m_ #:Slessoluuon

A

~1-1\/5

5 => No es solucion

b) logs V27 =2x—1 = V/27 = ' = 35 = 3% 2 %=4x—2=>3:20x—10=>20x=13:>x =%

_1 Y S 29— _
c)Iogx—ZIog(x+2):>x— X+2=x=x+2=x—x—2=0=x= 3 1 = No es solucién

1+V1 +8 < 2 = Si es solucion

Sistemas de ecuaciones

3.58 Resuelve los siguientes sistemas lineales.

4 — y = -8
a){x—5y=—21

b) -3t + 5m =19
2t + 4m = 2

9 {—2(x —-3)+4-3y+1)=14
4-2x +1) — (y + 4) = 16

a){4x—y=—8 [20x—5y=—40 i{xi%

X—5y=-21 " |x—5y=-21 y=4
19x = —-19
b -3t + 5m =19 —6t + 10m = 38 m=2
Mot+4m=2  =i6t+12m=6 = |t= -3
2m = 44
g 20— 3) +4(=3y + 1) = 14 “x -1y =4 _[-8—48y=16 _[y=0
A—=2x+1) — (y + 4) =16 -8 —y=16 -8 —y=16 x= -2

—47y =0
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3.59 Encuentra la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales.

2x —y = -1 x* + 3xy + y* = 61

A2 =7 c){x y=12
X3+y3=6 (X—y2=1

b){x-y=2 d){xz—y2:7

W +4x—6=0 =X+u—-3=0=
[ _Zim<x=1:y=2-1+1=3

2 X=-3=y=2-3)+1=-5

8+y=6y=y"—6y°+8=0cambiou=y’=u*—6u+8=0

3 3 _ _?+y3: 2 3
b){ﬁ.;};26=> )}(/zl = Y e d=y= \/ZX=W=\/E
' R R

V2
) ) 144
X+ 3-12 +y? = 61 Sy =25=y' — 2502 + 144 =0
= = Y

c){xwranyryzzm 12
Cambiou =y> u*—25u+ 144 =0

X-y=12

LT 625—57 <16:>+4

9= £3
y=4,x=3 y=—-4,x=-3 3,x= y=-3,x=—4
x—yr=1 x—y = =1
d){xz—y2=7:>(x W +y) =1~

AMPLIACION

3.60 El gran matematico suizo Leonhard Euler planteaba el siguiente problema como introduccion al algebra:

“Dos campesinas llevaron en total cien huevos al mercado. Una de ellas tenia mas mercancia que la otra,
pero recibié por ella la misma cantidad de dinero que la otra. Una vez vendidos todos, la primera campesina
dijo a la segunda: “Si yo hubiera llevado la misma cantidad de huevos que tu, habria recibido 15 cruceros”.
La segunda contesté: “Y si yo hubiera vendido los huevos que tenias tu, habria sacado de ellos

2 . .
6 + 3 cruceros”. ;Cuantos llevé cada una?

Una lleva x huevos, y la otra, 100 — x; en total, las dos reciben y cruceros.

A la primera campesina le pagan a % cruceros por huevo, mientras que a la segunda le pagan a 100‘V_ "
(100 —x - £ =15 P
y ) = X1°°‘X15X 20 = 45¢ = 20(100 — x)* = 25¢* + 4000x — 200000 = 0 =
X — =6+ . = — x> + 160x — 8000 = 0
100 — x 3 100—x 100—x 3

—200

—160 = 1/25600 + 32000 <40
X = =
2

La primera llevaba 40 huevos, y la segunda, 60.
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3.61 La siguiente figura muestra la posicion que debe ocupar una escalera de bomberos sobre dos edificios
para que éstos puedan subir.

Calcula la longitud de la escalera y la posicidon sobre la que debe posarse la escalera en la acera.

yr = 30" + x*
{yzzzoz - (50 — x)? = 900 + X = 400 + 2500 — 100x + x’ = 100x = 2000 = x = 20 m

y? =900 + 400 = 1300 = y = 36,06 m debe medir
La escalera debe medir 36,06 m y estar situada a 20 m de la primera casa.

3.62 En la Antigiiedad estaba muy extendida en la India la idea de expresar los enunciados de los problemas
en verso. Uno de esos problemas, enunciado en prosa, es el siguiente.

“Un grupo de abejas, cuyo nimero era igual a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjambre, se posé
sobre un jazmin, habiendo dejado muy atras a 9 del enjambre; solo una abeja del mismo enjambre revo-

loteaba en torno a un loto, atraida por el zumbido de una de sus amigas. ;Cuantas abejas formaban el
enjambre?”

x_1 X _x X 2 _ _
\/;—9x+1:>2—81+ +1=>2°*—45x + 162 =0

9
45 +1/2025 — 1296 <18
=X= 2 =(9
4

El enjambre lo formaban 18 abejas.

3.63 Resuelve los siguientes sistemas de tres ecuaciones con tres incégnitas utilizando los mismos métodos
que con dos ecuaciones.

X—y+z=6 5 + 2y —z = —4
a)\2x + 3y —z= -7 b)ix -3y +4z=5
X+55+3z2=0 xX—-y+z=0
X—y+z=6 2x—2y+2z=12 2x—2y+2z=12 2Xx—2y+2z=12
A {2Xx+3y—z=-7T = 2x+3y—z=-7 =91 —5y+3z=19 =1 -60y+36z=228 =
X+5y+3z=0 2x+ 10y +6z=0 =12y —4z=12 —60y — 20z =60
2X—2y+2z=12 x=1
=1 —60y +362=228 = {y=—2
56z = 168 z=3
Sx+2y—z=—-4 [X+2y—z=-4 Sx+2y—z=—4
b)1x—3y+4z=5 =15x—15y+202=25 = +17y—21z=-29 =
Xx—y+z=0 5x—5y+5z=0 +7y—6z=—4
S5x+2y—z=—-4 5 +2y —z= -4 x= -1
=1 +119 —147z=-203 =1 +119y — 147z = =203 =1y =2
+119y — 102z = —68 —45z = —135 z=13
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3.64 Maria y Bianca forman pareja para realizar el trabajo en grupo que ha encargado la profesora de Bio-

3.65

80

logia sobre los efectos de las drogas en el organismo. Si hicieran el trabajo conjuntamente, tardarian 2
horas. Maria, ella sola, emplearia 3 horas mas que Bianca, también en solitario.

¢Cudntas horas tardaria cada una de ellas por separado en hacer el trabajo?

. . 1 .
Bianca tardaria x horas; en una hora realiza " del trabajo.

Maria tardaria x + 3 horas; en una hora realiza del trabajo.

1
X+ 3
Entre las dos juntas tardarian 2 horas; en una hora realizan % del trabajo.

2(x + 3) 2 xlx+3)
x(x +3)  2x(x +3)  2x(x + 3)

1=View W+24:<3

2 -2

_l — 2 2y _f =
<~ txr3 =7 SX+6+2X=xX+3x=x—-x—-6=0=>

=>x=

Bianca tardaria 3 horas, y Maria, 6.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Cinco animales

Se esta realizando un estudio sobre la evolucion de ciertas caracteristicas fisicas de cinco especies anima-
les a lo largo de su vida. Para ello se ha observado, en particular y de forma especial, a un ejemplar de
cada una de ellas.

Una de las variables que interesan para el estudio es la masa corporal que tenia cada uno de esos cinco
ejemplares hace 18 meses. Inexplicablemente, los Ginicos datos con los que se cuenta son los ofrecidos en
la siguiente tabla.

Animales Masa conjunta (kg) Animales Masa conjunta (kg)
Perro y gato 30 Gato y cerdo 93
Perro y pato 27 Gato y cabra 72
Perro y cerdo 107 Pato y cerdo 90
Perro y cabra 86 Pato y cabra 69
Gato y pato 13 Cerdo y cabra 149

Calcula la masa que tenia el cerdo en esa época.

Si se suman todos los valores ofrecidos por la tabla, se obtiene cuatro veces la masa de los cinco animales juntos.

Asi: Perro + Gato + Pato + Cerdo + Cabra = 30+ 27 Z o 1149 % =184

Por tanto: Cerdo = 184 — (Perro + Gato) — (Pato + Cabra) = 184 — 30 — 69 = 85 kg



3.66 Ecuaciones relacionadas

¢Es posible resolver dos ecuaciones a la vez? Sigue estos pasos y compruébalo.
a) Resuelve estas ecuaciones.

1. 2x*+3x—-5=0 2. -5x*+3x+ 2=0
b) Resuelve también estas otras ecuaciones.

1.18x* - 9x -2 =0 2. -2x>-9x+18=0

¢) Si se sabe que x = r es una solucion de la ecuacion ax*> + bx + ¢ = 0, comprueba que — es una solucion
de la ecuacion cx* + bx + a = 0. r

d) Sin necesidad de resolver las ecuaciones, completa la tabla.

Ecuacion Soluciones
xX*+\V2x—-4=0 x=V2 x=-22
-4x* + \V2x+ 1 =0
2% —Ix —4=0 x=4 x=_%
4x* + 7x — 2 =0
2 —x—-1=0 x=1 x=
2
x=1 x=-2
2
3+7 X7 ; 3+7 |¥T 7%
AX= =7 Tix=-2 =70 T \x=1
2
_24_2 _ 28 ¢
by 2515 _ 36 3 9+ 15 —4
)X= "3 1,6 _ 1 R P ]
36 6 42

) Sabemos quea-r*+b-r+c=0

Pero:
c-(%)2+b-17+a=r—cz+g+a=wl):72+ar2=%=0
Por tanto, 17 es solucion de la ecuacion cx” + bx + a = 0.
d)

Ecuacion Soluciones

XX+\V2x-4=0 x=\V2 x=-22
—4x* +\V2x+1=0 x=ﬁ x=—%
1

2
2x* - 7x—4=0 x=4 x=-=
> +7x—-2=0 x=1z x= -2
2x>—x—-1=0 x=1 x=—%
—x>=x+2=0 x=1 x= -2
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AUTOEVALUACION

3.A1 Encuentra la soluciéon de la siguiente ecuacién de primer grado
3(-2x + 1)

: _sx—3)=X=1,

1
4 2

—12x+6—20x+60=3x—1+2:>—35x=—65:>x:E

7
3.A2 Resuelve esta ecuacion de segundo grado: ax+5 _ 1
3 2x + 3 3
—11 = V121 — 96 2
@Bx+52x+3)=3=28+22+12=0=24"+1x+6=0=x = 3 =<_42
3.A3

Halla la solucion de esta ecuacion radical: \V4x + 13 + 2 = \V—-2x + 3

A+ 13 +4\a4x +13+4=-2x+3=2\V4x+13=-3x—T7=16x+ 52 = 9> + 42x + 49 =

1
—26 = \/676 + 108
% +26x—3=0=>x= 13 :<93
Comprobacion: x=; /4—+13+2¢ /—2 + 3 = No es solucion.
x=-3 —12+13+2—

6 + 3 = Si es solucion.

3.A4 Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
x> -3 -3 3 8 x+1
a) 2 22+ 1 lr))x—z-l-x+5_x2+3x—10
a) (X =3)2x*+1)=—-6=>2u"-5*—-3=0= Cambio:u =x*= 20> -5 —3=0=
5+ V25 + 24 _71 = No es solucion
SU=——"7—"-—=
4 3=x= i\/§:5i es solucion
b) 3,8 _ x+1 - 3(x + 5) 8x—2) _ x+1 -
X—2 x+5 (x—2x+5) x—2)(x+5 (x—2(x+5 (x—2)(x+05)
:>3x+15+8x—16=x+1:>10x=2:>x=1—
3.A5 Halla la solucién de esta ecuacion de grado 4: 6x* + 7x®> — 52x> — 63x — 18 = 0
6 7 —52 —63 —18 6 25 23 6 —71
3 18 75 69 18 -3 -18 —-21 -6 = —7 £ \V49 — 48 _
65 23 6 0 6 7 2 0 12 —TZ

3.A6

82

X+5
2 1 3
Soluciones: x = 3, x = =3, x = — 3 ——

P) = (x — 3)(6X* + 25¢% + 23x + 6) = (x — 3)(x + 3)(6x2 + Tx + 2) = 6(x — 3)(x + 3)( 2)<x+ 1)
37X 73

Resuelve la siguiente ecuacion logaritmica: log, \/81 = 3x + 2

log, V/81 = 3x + 2 = V/81 =33*“=>3%=33“2:,%=3x+2=>4—15x+10=>15x——6=>x—
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3.A7 Calcula la solucion de esta ecuacién exponencial: 9 — 10 - 3* + 9 =0

V100 — 9 3F =9 x=2
3 10-3+9=0cambiou =3 = u? — 10U + 9 = 0 = y = V= V100=36 _ = =X
2 1=3F=1=x=0

3.A8 Averigua cuales son las ecuaciones del sistema cuya representacion grafica es la siguiente.
¢Cudles son las soluciones del sistema?

X—y=2 y=x—2
\ {}’:(X—U(X-):>{X-2=x2—6x+5

( XX —Ix+7=0

74V 3+Va

i L 1=Vae—as [ T
2 7-Vor  3-Vn1

0l 1 X sy =

2 2

2 2
3.A9 Encuentra la soluciéon del siguiente sistema de ecuaciones no lineales. {3:( _+4§y=; 29

_6i\/36+28 <1$X2:9:>X:i3
- =
2

2 2
{3x TY=2 e 7o

2 _ =
3 12y =15 —7 = x* = —23 = No tiene solucion.
2P+ 12y =14
Soluciones:x=3,y=1 x= —-3,y=1

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

¢Doénde esta el error?
En la resoluciéon de esta ecuaciéon hay un error.
2t S ) L ax+3=8x+ 125 —6x=9x= >

4x + 6 2
{Puedes encontrarlo? ;Sabrias resolver correctamente la ecuacion?

Una ecuacion especial

La primera idea que surge es que al ser el denominador el doble que el numerador, el cociente no puede ser igual a 2, luego la ecuacion
no tiene solucion.

Resolviendo algebraicamente la ecuacion se tiene:

xX+3=2Ux+6)=>2x+3=8+12=2x—8=12—-3= —6x=9
9 3
6 2
Aungque algebraicamente la ecuacion tiene solucién, debe hacerse notar al estudiante que antes de iniciar un problema debe analizarlo y

o - . 3
que en este caso la ecuacion tiene un dominio cuyos valores deben ser diferentes a —=-, 0 sea 4x + 6 # 0.

3 2
; D:R — {T]
Como el resultado es de 5 la ecuacion no tiene solucion en su dominio.
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6 TRIGONOMETRIA

EJERCICIOS PROPUESTOS

6.1 Indica la medida de estos angulos en radianes.

a) 0° c) 60°
b) 45° d) 120°
0 2@rad X _2m-60 _w
a) 0°= 0rad o) 3600 600 =X 380 3 rad
b) Zwrad:L:XZZw-%:irad d) Zwrad: X :XZZTr-'IZO:Z_'n'rad
360° 45° 360 4 360° 120° 360 3
6.2 Expresa en grados los siguientes angulos.
a) % rad b) 0,8 rad (4] 3711 rad d) 3w rad
360°  x 360w L,
a) 2mrad T rad =Xx= 127 30
6
360° x _ 288 144 o — Lo £47 oLt
b) Zwrad_0,8radz>x_2fn_ - = 45,86° = 45° 51" 35
360° X 1080 - w o
9 2wrad ~ 3w =X= 8m =13
T rad
360° X 1080 - 7w o
d 2ntad  3mrad X~ 2w >40

6.3 Calcula las razones trigonométricas del angulo agudo de menor amplitud.

_6 _
sen a = 10 =06
6m 8 m _8 _
oS o0 = 10 0,8
6
10 m tga=§=0,75

6.4 Halla las razones trigonométricas de los angulos agudos de un triangulo rectangulo sabiendo que la hi-
potenusa y uno de sus catetos miden 13 y 5 centimetros, respectivamente.

Para calcular el otro cateto usamos el teorema de Pitagoras:

X+5=13¥=x=144=x=12

_ 12 _ 5 _ _ 12

sen a = 73 = 0,923 cos a = 75 = 0,385 tgo = =24
_ 5 _ 12 _ 5 _

sen p = 73 = 0385 cos B = 73 = 0923 tg B =<5 = 0417

6.5 Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo agudo sabiendo que:

V3

1
a)sena—T b)cos«x—g
V3V _ 3 L2 V22
— |=1=0sa=1—-—--=a==--= 05—

2 2 2
a) cos’ o +sen*a =1 = cos’ a + 75 55 3

32
5
V3
fgo = SENQ g o > V3 :\/&
€os o V22 \/22 22 N2
2 5 3
b) sen2a+(%>=1:>sen2a=1 —1§:>SEﬂ2(>L=%:>S€n0L=%:>tga=%=2\/§

3
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6.6 La tangente de un angulo agudo « es igual a % Halla sen a y cos «.

16 o 5 1 9 eascsa=
cos’o 9 cos’a 9 cos’a 25 « “~= 75

tg?a + 1 =

sen’ +—2=1=>sen2 =1—i:sen _4
« 715 « 25 “7 3

6.7 Simplifica la siguiente expresion: (sen’ a + cos’ @) + (sen’ a - cos® a).

(sen* o + cos* o) + (sen’ o — cos® o) = 2sen’ o

6.8 Calcula las razones trigonométricas de estos angulos.

a) m rad b) 270°

a) senq-r=12=0 c051-r=_1—1=—1 tg*rr=_i,|=0
—1 0 —1

b) sen 270° = = —1 cos 270° = —-=0 tg 270° = — = o0

KR 1 0

6.9 |a tangente de un angulo del tercer cuadrante es tg & = 4. Halla las otras dos razones trigonométri-

cas de este angulo.

Tercer cuadrante sen o < 0, cos o < 0, tg o > 0; tomaremos las raices negativas.

, 1 ) 1 V17 sen a av7
+1=—7 =0’ a = 75 = s a = — - 4 = =sena = — o
o8’ « B /17
17
6.10 Calcula el valor de las siguientes razones trigonométricas.
a) sen Eul b) cos (—E)
6 6
a) senS—F‘T=l b) cos —1=£
6 2 6 2
6.11 Halla las razones trigonométricas de estos angulos.
a) 150° c) 225°
b) —120° d) 300°

a) sen 150° = sen (180 — 30) = sen 30° = cos 150° = cos (180 — 30) = —cos 30° = ——

‘ N|—
w
w<\

tg 150° = tg (180 — 30) = —tg 30° = —

V3
2

b) sen (—120°) = —sen (120°) = —sen (180 — 60) = —sen 60° = —

cos (—120°) = cos (120°) = cos (180 — 60) = —cos 60° = —%

tg (—120°) = —tg (120° = —tg (180 — 60) = tg 60° = \/3

C) sen 225° = sen (180 + 45) = —sen 45° = _4 cos 225° = cos (180 + 45) = —cos 45° = —%

tg 225° = tg (180 + 45) = tg 45° = 1
d) sen 300° = sen (—60) = —sen 60° = —? cos 300° = cos (—60°) = cos 60° = %

tg 300° = tg (—60) = —tg 60° = —\/3
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6.12 Con la ayuda de la calculadora, halla el seno, el coseno y la tangente de estos angulos.

a) 275° b) 124° 16’ ) 1,5 rad d) 2?“ rad
a) sen 275° = —0,996 cos 275° = 0,087 tg 275° = —11,43

b) sen 124° 16’ = 0,826  cos 124° 16" = —0,563 tg 124° 16" = —1,468

¢ sen15rad = —1 cos 1,5rad = 0 tg15rad = »

d) sen quT rad = 0,951 cos 2?17 rad = 0,309 tg 2% rad = 3,078

6.13 Resuelve estas ecuaciones trigonométricas.
a) tg x = —1 ¢senx =0

b) cos x = % d) cos x = —0,7561
x = 135° + 360° k

a) Segundo y cuarto cuadrante: x = 360 — 45 = 315° 6 x = 180 — 45 = 135° { § on keZ

x = 315° + 360°
Equivalentemente: x = 135° + 180° k con k € Z

b)

x = 45° + 360° k
Primero y cuarto: x = 45° 6 x = 360 — 45 = 315° { jcon keZ.

x = 315° + 360°

x = 360° k

0
x=00x=180 {x=180°+360°k

con k € Z. Equivalentemente, x + 180° k con k e Z
x = 139° 7" 18" + 360° k

X = 220° 52" 42" + 360° k <" k eZ.

)
Segundo y tercero: x = 139,122° = 139° 7' 18" 6 x = 220,878° = 220° 52' 42" {

RESOLUCION DE PROBLEMAS

6.14 Inés mide 158 centimetros y la altura de su aula es de 3 metros.
Si se situa a 2 metros de la pared, ;qué dngulo de elevacion obtiene?

3—-158=142m

1,42
2

tga = =071 = a = 35°22" 29"

1,58 m

o 2m

6.15 Desde el suelo se ve el punto mas alto de una antena bajo un angulo de 30° con la horizontal. Si nos
acercamos 75 metros hacia su pie, este angulo mide 60°. Halla la altura de la antena.

,, o_h _h
tg 60° = - \f_x
=
1g30° = — ﬁ: h
| g X+ 75 3 X+ 75
\[ 75
60° 303 3x =h = x+75=3%=x=—5 =315
X 75 m =
Vi Vi ~
3 x+75 h=37,5V3m
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Medida de angulos

6.16 Expresa en radianes la medida de estos angulos.

a) 30° d) 270°
b) 240° e) 135°
c) 90° f) 300°
a) 2*11'rad= X:X=2T.30=1rad

360° 30° 360 6
b) Zwrad: X :X:21T~240:4_Trrad

360° 240° 360 3
0 Z'n'rad: X:>X=2ﬂ'90=1rad

360° 90° 360 2
d) Zwrad: X :>X:2q'r-270:3_7rrad

360° 270° 360 2
& 21Trad: X :X:2’n’-135:3_'n'rad

360° 135° 360 4
f) Zwrad: X :}X:Z’n"300:5_’11'rad

360° 300° 360 3

6.17 Indica la medida en el sistema sexagesimal de los siguientes angulos expresados en radianes.

7w 4w
a) 5w 9] 1 e) 3
5% T V&1
b) -5 g LT
360°  x 1800 - 7w o
2) 2mrad  Smrad X" 2@ 900
360° X 360 - 57 R
b) 2wrad 5 =X= 27 150
? rad
360° 360 - T ..
9 2wrad 7w =X= 8m =31
—— rad
4
g 00 x L, 300 T 50— e 30
2mrad T 16m
5 rad
360° X _ 360 - 4w _ o
€) 2mrad ~ 4n =X T en 240
T rad
360° X 360 - 7w o ot gpm
f) Jmrad T =>x—722ﬂ_ = 114° 32" 44
——rad
1
6.18 Halla el angulo del intervalo [0°, 360°] que corresponde a:
a) 450° c) 1300° e) 540°
b) 720° d) 1800° f) 900°
a) 450° = 360° - 1 + 90°. El 4ngulo es 90°. d) 1800° = 360° - 5 + 0°. El angulo es 0°.
b) 720° = 360° - 2 + 0° El angulo es 0°. e) 540° = 360° - 1 + 180°. El 4ngulo es 180°.

¢ 1300° = 360° - 3 + 220°. El 4ngulo es 220°. f) 900° = 360° - 2 + 180°. El angulo es 180°.
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6.19 Expresa en radianes el angulo «, menor que 360° al que equivalen estos angulos.

a) 480° c) 930°

b) 1235° d) 1440°

a) 480° = 360° - 1 + 120° El angulo es 120°, 23“;2;"0" == % - ZT rad

b) 1235° = 360° - 3 + 155°. El angulo es 155°. 23“;?0‘* =k - 2“3% _ 331_57 rad
¢) 930° = 360° - 2 + 210°. El angulo es 210°. 23?;00' - = x= % _Im

6
d) 1440° = 360° - 4 + 0°. El angulo es 0° = 0 rad.

6.20 Calcula el dngulo equivalente en sentido positivo a cada uno de los siguientes. Utiliza en cada caso la
misma unidad de medida en que vienen dados.

a) —330° ¢ —120°
3w (n
b) 1 rad d) -3 rad
a) 360° — 330° = 30° c) 360° — 120° = 240°
3w _ 5Sm _m_3m
b) Zw—T—4rad d) 2w z—zrad

Razones trigonométricas en triangulos rectangulos

6.21 Escribe, en funcién de m, n y p, el seno, el coseno y la tangente del angulo « en estos tridngulos rec-

tangulos.
a) b)
m
(63
p m
p
n
L]
n
a) sena=i; cosa=£;tgo¢—ﬂ
m m p
b) senc>c=ﬂ;c050tzm;tgoa=i
p p m

6.22 La hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo miden 10, 8 y 6 decimetros, respectivamente.
¢Cuales son las razones trigonométricas del angulo agudo de menor amplitud del triangulo?

El angulo agudo mas pequefio es el opuesto al cateto mas pequefio.

Sena = 2 =3
“T10° 5
cosa=2>=2
“T10° 5
_6_3
Ya=g=73
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6.23 Halla las razones trigonométricas del angulo « en cada triangulo rectangulo.

a) 12 m b)

16 m 52 m

2

a) Sia es la hipotenusa, a = \/16* + 12* = 20

sen ——6:£'cos =£:i't _16_4
CT T H T T YT T3
b) Si b es el cateto opuesto, b = /522 — 20? = 48
48 12 20 5. 48 12

o

NP =5y T3P T T 3R Ty T

6.24 Calcula las razones trigonométricas del angulo «.

h =V25 — 12> = 21,93 cm

_ 21,93 _ s = 12
sen o = 35— 0,8772; cos o = 35— 0,48
21,93
tga = 17 = 1,8295

6.25 Calcula el coseno y la tangente de un angulo agudo « si sen a = 0,6.

senfa +cosfa=1=06"+cs’a=1=cs’a=1-1036=csa=11-—2036=08

sen o _ 0,6
oS o 0,8

tg o = = 0,75

6.26 Halla el seno y la tangente de un angulo agudo « cuyo coseno vale %

2
sen2a+cosza=1:><%) +sena =1 = sen’ a—1—%:>sena— 1—— /
3
i a:sena:_szi
9 Cos o 4 4
5

6.27 Calcula el seno y el coseno de un angulo agudo « si su tangente es igual a \/5.

1 1 6
:>1+(\/§)2:c052a =g = _\6f

14+t a= = s’ a = s a = —(—

cos’ a

62 '\/
sen2a+cosza=1=>sen2a+<£) =1 = sen’ a—1——=>sena— /

6
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6.28 Halla la medida en el sistema sexagesimal de los dngulos del primer cuadrante que cumplen cada una
de las siguientes condiciones.

a)senoa—l ) cos =2
=5 V=3
b)tgp =4 d)sen 8 = 0,4
a) a=11°32"13" ¢ v =56°15" 4"
b) B = 75°57" 49" d) & = 23°34" 41"

6.29 Calcula la medida de los angulos del tridngulo.

Comprobamos que el triangulo es rectangulo:
122 4+ 16* = 20?

12m 16m sena=%=>a=36°52'12"

B = 90° — 36° 52" 12" = 53° 7' 48"

20 m

Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

6.30 Sin calcular su valor, indica el signo que tienen las siguientes razones trigonométricas.

a) cos 315° e) tg 118°

b) sen 150° f) cos 230°

c) tg 190° g) sen 340°
d) sen 850° h) cos 460°

a) cos 315° >0 e) tg 118° <0
b) sen 150° > 0 f) cos 230° < 0
0 tg 190° >0 g) sen 340° < 0
d) sen 850° > 0 h) cos 460° < 0

6.31 ¢En qué cuadrantes se pueden encontrar cada uno de los siguientes angulos?

a) a,sisena >0 Q) x,sicosx <0

b) B,sitgp >0 d)d,sisend <0

a) En el primero y en el segundo ¢) En el segundo y en el tercero
b) En el primero y en el tercero d) En el tercero y en el cuarto

6.32 Calcula las razones trigonométricas de los angulos de 135° y 225° a partir de las del angulo de 45°.

sen 135° = sen 45° = g; cos 135° = —cos 45° = —g; tg 135° = —tg 45° = —1
sen 225° = —sen 45° = —%; €os 225° = —cos 45° = —4; tg 225° = tg 45° = 1
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6.33

6.34

6.35

Halla las otras dos razones trigonométricas del angulo « en cada caso.
a) Si cos a =gy270°§as 360°
b) Si sena=%y90°5as 180°

0 Sitga =12y 180° = a = 270°

2
a) (E)+sen2a—1:>sen2a=1—ﬁ:sena=— —_ = ——

7 49 49 7
Vi3
7

sen a \/E

o= sa 6 6
7
3\ 9 55 /55
2 2 _ 2 2 _ 2 — _Z Y e el
b)sena+cosa—1:>(8>+cosa 1= cos’a =1 64=>cosa 6l 3
3
tg o = SN _ 8 _ _3V55
ga C0S o _§;55 55
8
1 : 1 1 V3
2 _ — 2 - - =
c)1+tga—cosza:>1+<\ﬁ)—cosza:cosa—azcosa 3

tga =

sen « Sena=\/5~—_;/§=—$

=
CoS o

Calcula las razones trigonométricas del angulo «, expresado en radianes, en cada caso.

a) Sitga=5y0§as%

b)SiCOSa=0,8y3T1TSaSZTr

1 1 V26
2 — 2 2 = — = ——
a)1+tga—cosza:‘l+5—cosza:c05a—26:c05a 76
i a=sena:sena=5\/26=5\/26
g C0S o 26 26
) L . -~ _ —06 3
b) 08 +sen"a=1=sen"a =036=>sena = —06=>tga = 08 = 7

Si « es un angulo agudo y cos a = 9 icudles son las razones trigonométricas del angulo o + 180°?

56 2V14

5\ 25
sen2a+cosza=1:><—> +senffa=1=senfa=1—-">=sena= |- ="—"—

9 81 81 9
2V14
9

2V14 5 V14
9

, cos (o + 180) = 9 tg (@ + 180) = —(—

sen (o + 180) = — 3
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6.36 El coseno de un angulo del primer cuadrante vale E. Calcula:

13
a) sen (e + 180°) c) cos (180° — o)
b) tg (90° — «) d) sen (—a)
2 2 = 12y 2 2 g _ 144 _ |5 5
sena+cosa—1:><13 +senfa=1=sena =1 169:>senoc— 169 ~ 13
=N
t zsenazﬁzi
9%~ tosa 12 12
13 5 12
a) sen (180° + ) = —sen o = 13 c) cos (180° — o) = —cos a = 13
oy _1 _12 ) — __5
b) tg (90 OL)—,[gu—5 d) sen (—a) = —sen a = 13

6.37 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. Expresa los resultados en grados.
V3 V3

a) cosx = 5 ) senx = -5
b)1—-2cosx=0 d) tgx = 1
_ _ﬁ_ o o aano [X = 150° + 360° k
a) x = arcos 5 =150°6 x = 210 {x=210°+360°k conk e Z
1 ) {x = 60° + 360° k
b) cosx=§:x=60 6 x = 300 X:3000+3600kc0nkez

x = 240° + 360° k

x = 300° + 360° k MKk €Z

Q) x=240°éx=300°:>{
d) x =45°6x =225 = x = 45° + 180°k con ke Z

6.38 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. Expresa los resultados en radianes.
a) tg x = -2 c) sen x = 0,81
b) 2 —5cosx=6 ddsenx+1=0
a) arctg (—2) = —0,35m = x = —0,357w + kwcon ke Z

b 4 ( 4 0.8 § 13 {X=0,81T+2k1'r ez
) COSX = 5:>x—arcos 5)-,11'0X—,ﬂ'=> X = 127 + 2k conke
x = 0,37 + 2km
¢) x = arcsen 0,81 =0,37réx=0,77r=>{ conkelZ
x = 0,77 + 2km

x = 1,087 + 2kw

_ 1 _ 1 5y =
d) senx = F=X= arcsen( 4> 1,927 6x = 1,087 = {x= 1.02m + 2k conkelZ

6.39 Demuestra las siguientes igualdades trigonométricas.

a) tg> - (1 — sen”* o) = sen” « (1 +tg%a) cos’>a =1
sen « * COS «
b) ————— =1 -sen’ «
tg o
2 (1 2 — ot . 2 :senza. 2 2
a) tga-(1 —sen’a)=1tg o - cos’ a ol o (0 a=sen’a
na- na - cos’
p SEne-sa  sene-csa o0 g
g o sen a
1
0 (1+tgda) -cos?a=—F—"'csa="1

Cos"™ o
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6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

a) El coseno de un angulo agudo es positivo.

b) La tangente de un angulo del segundo o del tercer cuadrante es negativa.
¢) El seno de un angulo es positivo si estda comprendido entre 0° y 180°.

d) Hay dos angulos entre 0 y 2w radianes con el mismo valor de la tangente.

a) Verdadera.
b) Falsa. En el tercero, el seno y el coseno son negativos, y, por tanto, la tangente es positiva.
¢) Verdadera.

d) Verdadera.

L X 1 3
Comprueba si existe un angulo « tal que sen « = ZYyw©sa=7

2 2
senfa + 0’ a = 1= (%) + (%) . 1+69 # 1 No puede existir.

Los lados de un triangulo miden 45, 27 y 36 centimetros. Demuestra que el seno de uno de sus angu-
3

los vale —.
5

¢Cuales son las otras dos razones trigonométricas de ese angulo?
Primero hay que comprobar que es rectangulo: 45 = 27% + 36> = 2025 = 729 + 1296.

sen —E—iicos _ﬁ_iit _E_i
T3 75 T T T YT 3Ty

Si sen « = 0,68 y cos « = 0,73, calcula sen B y cos §3.

cos B = sen o« = 0,68

sen B = cos a = 0,73

»\

o/

Escribe en radianes el cuadrante en el que se encuentra un angulo « si:

a) sen a« = 0,35
b)tga = —-1,5

c¢) cosa = —-0,9

b)%SOLSﬂ y37ﬂ5aszw
0 %Sas%ﬂ

¢Qué relacion existe entre las tangentes de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo?

1
th:tg—a
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0.46

6.47

6.48

6.49

6.50

128

PROBLEMAS PARA APLICAR

En el momento del dia en que los rayos del sol forman un angulo de 60° con la horizontal, la sombra
que proyecta un arbol en el suelo es de 2,6 metros.

¢Cuanto mide el arbol?

Si h es la altura del arbol, tg 60° = 2h6 =h=26-1t960°=45m

Para medir la distancia entre dos puntos muy alejados A y B, se han situado dos personas sobre ellos.
Una tercera persona esta en un punto C, a 50 metros de distancia de A.

Calcula la distancia que separa los puntos A y B.

Si a es la distancia que separa los puntos Ay B: tg 82° = % = a =50 -tg 82° = 355,77 m.

Unas cigiieiias han construido su nido sobre el tejado de un edificio a 25 metros del suelo. Un chico lo
observa desde un punto situado a 50 metros del edificio.

Calcula el angulo de observacion.

tgazé—g:a=arct9%:>a=26,57°

Juan ha subido en un globo aerostatico hasta una altura de 50 metros. Sus padres siguen el vuelo des-
de el suelo.

a) ¢A qué distancia del punto A se encuentran los padres de Juan?

b) Si el globo continua subiendo en la misma direcciéon y se detiene cuando el angulo de observaciéon de
Juan es de 60°, ;a cuantos metros de altura se encuentra el globo en este momento?

a

a) Sia es la distancia: tg 75° = T =@ 50 - tg 75° = 186,60 m.
. L 180,60 1806
b) Si hes la distancia al suelo: tg 60° = —h = h = 1960° 107,74 m.

El tronco de una palmera mide 3,5 metros y crece de forma inclinada debido al peso de la parte supe-
rior. La perpendicular desde su parte mas alta hasta la tierra mide 2 metros.

Calcula el angulo de inclinacion del tronco respecto a la vertical.

_ 20 _4 _ 4 _ 0
cosa—35—7:>a—arcos7:>a—55,15



6.51 Alba va a poner una bombilla de bajo consumo en una ldampara que esta situada a 2 metros del suelo.

Alba mide 1,53 metros, y cada lado de la escalera, 70 centimetros. Averigua si alcanza con ella para po-
ner la bombilla.

Al abrir la escalera, sus lados forman con el suelo un tridngulo isésceles. La altura del triangulo es la altura a la que estara el
Gltimo peldafio una vez abierta.

sen 50° = 7h—0 = h =70 - sen 50° = 53,62 cm.

La altura a la que llegara la cabeza de Alba es: 53,62 + 153 = 206,62 cm.

Por tanto, llegara para cambiar la bombilla sin esfuerzo.

6.52 En el centro de una plaza de forma circular de 300 metros de diametro hay una estatua sobre un pe-
destal que mide 2,5 metros de altura.

Con un teodolito situado en el borde de la plaza se observa la parte mas alta de la estatua bajo un an-
gulo de 6°. Si la mira del teodolito se encuentra a 1,2 metros sobre el suelo, ;cuanto mide la estatua?

! 150 m [t

h+25-1.2

El radio de la plaza es de 150 m. Si h es la altura de la estatua: tg 6° = 150

=h+13=150-t96°=1577m=h=1577 —13 =1447m
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6.53 Desde un lugar situado junto al pie de una montana se observa el pico mas alto de la misma con un
angulo de elevaciéon de 45°. Si se retrocede 1061 metros, el angulo es de 30°.

Calcula la altura de la montana.

Si h es la altura, y x, la distancia de la base de esta al primer punto de observacién:

tg 45°

tg 30°

tg 30°

h

x + 1061

h

x + 1061

Xx=nh

=1t930°-h+1061-1t9g30°=h=h=

1061 -

1 — 1g 30°

tg 30°

= 1449,35 m

6.54 Una antena se ha clavado en el suelo. Para que permanezca vertical y bien sujeta se han colocado dos
anclajes en el suelo a ambos lados de la antena alineados con su base.

La distancia entre los anclajes es de 40 metros y, si se observa la parte mas alta de la antena desde cada
uno de ellos, los angulos de elevacion son de 30° y 60°, respectivamente.

Medida de angulos

Calcula la altura de la antena.

Si h es la altura, y x, la distancia de la base de esta al punto en el que el angulo de observacion es de 60°:

o_h
tg 60 =

. h
930" =20 —x

o g 60° - X
930" =40 —x

h = x - tg 60°

=40 -tg30° —tg30°-x =1g60° - x = x =

REFUERZO

6.55 Calcula la medida en radianes de estos angulos.

130

a) 36°
b) 20°
o) 216°

2rad
360°

2mrad
360°

0 2mrad
360°

=X :>x—2w'36—£rad
-~ 36° 360 5
=X =>x—2w'20—1rad
-20° 360 9
__X :XZZW'216:6_7T
216° 360 5

rad

d) 160°
e) 324°
f) 290°

2mrad
360°

2mrad
360°

2mrad
f 360°

40 - tg 30°
tg 60° + tg 30°

—10m, h =103 m

X :>X_21'r~160_8_1'rrad
~160° 360 9
X :>X_2'rr-324_9_’rrrad
32 360 5
__X :X:21T'290:291Trad
290° 360 18



6.56 Expresa en grados:

1w 5%
a) 4w rad Q) 35 rad e) 73 rad
97 13w M=
b) - rad d) o rad f) < rad
360°  x 3604w ., 360° 0360 - 13W o
a) dmad ~ dmad =X = 2w %0 d 2mrad 43 =X= ", -3
——rad
6
360°  x 36097, . 360° X 36057 .,
) omrad ~ow . X T gm0 © mad 5w X 2am P
~——rad ~=-rad
4 12
360°  x 360 - Tmw L, 360° X L0360 - 11T e
9 Fmrad - Tw . X gm0 D mad = T, = T 10w 3%
——rad ——rad
9 5
6.57 ¢A qué angulo menor que 360° equivalen los siguientes?
a) 720° d) 840°
b) 1050° e) 600°
c) 990° f) 1260°
a) 720° = 360° - 2 + 0° El angulo es 0°. d) 840° = 360° - 2 + 120°. El 4ngulo es 120°.
b) 1050° = 360° - 2 + 330°. El 4ngulo es 330°. e) 600° = 360° - 1 + 240°. El angulo es 240°.
€ 990° = 360° - 2 + 270°. El angulo es 270°. f) 1260° = 360° - 3 + 180°. El angulo es 180°.
Razones trigonométricas en triangulos rectangulos
6.58 Halla las razones trigonométricas del angulo « en estos triangulos rectangulos.
b 16
a) " ] ) cm
§ 5
40 cm & 9
o
a) Si b es el cateto que falta: b = \V40* — 322 = 24.
sen —E—i'cos —ﬁ—i't _32_4
CT QTP T ) T 9T T3
b) Sia es la hipotenusa: a = /16> + 16> = 161/2.
sen a = 16 =ﬁ'c05a= 16 =ﬁ'ta=ﬁ=1
162 2 162 2'9%" 76
6.59 Calcula la tangente del angulo agudo « en cada caso.
a) Sicos a = 0,2 b) Si sena=%
o1 1 _ _
a)1+tga—cosza—0’22—25=>tga—\/ﬁ—2\/6 i
2 ) 5Y ) ) g _ 25 _ /39 _ V39
b)sena+cosa—1:><8 +csa=1=csa=1 61 = Osa = Jer=—g

sen _ 5\@

5

8
tg(x:COSOL: 939 -39

8
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Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

6.60 Si cos 70° = 0,34, halla:
a) sen 20° ¢) cos 250°
b) cos 110° d) cos 290°

a) sen 20° = sen (90° — 70°) = cos 70° = 0,34

b) cos 110° = cos (180° — 70°) = —cos 70° = —0,34
¢) cos 250° = cos (180° + 70°) = —cos 70° = —0,34
d) cos 290° = cos (—70° = cos 70° = 0,34

6.61 Si « es un angulo agudo y sen « = 0,64, calcula:

a) sen (180° — o) c) sen (—a)

b) cos (90° — «) d) sen (o + 180°)
a) sen (180° — o) = sen o = 0,64

b) cos (90° — a) = sen o = 0,64

) sen (—a) = —sen o = —0,64

) sen (o + 180°) = —sen o = —0,64

o N

6.62 Halla el valor de los angulos.

a) 4 b) 4

an ()
NIz T

a) sen o = % en el segundo cuadrante = « = 170,41°

b) cosa = %3 en el tercer cuadrante = a = 233,13°

6.63 Calcula las otras dos razones trigonométricas del angulo « en cada caso.

a) Sicos a = —;y180°5a5270°
b) Si sen a = —%y270°5as360°
0 Sitga =-\8y 90° = « = 180°

a) —£2+sen2a=1:>senzoc=1—E:mena:— ﬁ——ita= : =
7 19 9~ 7 9 4 =
7
9
A/ 10
“9Y, g = 1y =181 _ /19 _ V19 _—— _ _9V19
b)( 10>+cos a=1=csa=1 100 = €S = /700 = 10 fga= 19
1
B : . 1 1 _ sena _ 1
Q1+ \/8)—cosza:>c05a—9:>cos<x— 3 V8 = = sena = \/8< 3
3
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AMPLIACION

6.64 Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos reduciéndolos primero a uno equivalente
menor que 360°.

a) 450° c) 1125°
b) 2190° d) 630°
a) 450° = 360° + 90°

sen 450° = sen 90° = 1, cos 450° = cos 90° = 0, tg 450° = tg 90° = =
b) 2190° = 360° - 6 + 30°

sen 2190° = sen 30° = 17 cos 2190° = cos 30° = é tg 2190° = tg 30° = ?
¢ 1125° = 360° - 3 + 45°
sen 1125° = sen 45° = % cos 1125° = cos 45° = % tg 1125° = tg 45° = 1

d) 630° = 360° + 270°
sen 630° = sen 270° = —1, cos 630° = cos 270° = 0, tg 630° = tg 270° = «

6.65 El seno de un angulo agudo « vale 1. Calcula:

9
a) cos (e + 90°) c) tg (540° — @)
b) sen (« + 270°) d) tg (o + 1440°)
7
—2+cosZ =1 = cos’ =1—ﬂ:>cos = 2—4—\6t = : =ﬁ
9 « « 81 “T V8T 9 9T M 8
9
7 7V2
a) cos (o + 90° = —sena = 9 ¢ tg (540° — o) = —tga = 3
b) sen (a +270) = —cos a = —# d) tg (oc+1440)=tga=¥
6.66 Si cos « = % y 3777 = «a = 2, calcula las razones trigonométricas de estos angulos.
a) a+ Om™—«
b) 27 — « d)%—a
ot ot a1 o (1O) 4 o e to—1_ 100 __[n__Vn
sena+cosa—1:(11 +sena=1=sen"a =1 11 = sena = o1 = 1
il
tq o = SENe _ 1 _\/E
9= osa 10 10
1
a) sen(*rr+u)=—senoaz@;cos(frwra)z—cosa=—%;tg(*rr+o¢)=tgoc——1—31
b) sen(21=r—a)=—senaz%;cos(hr—a)=c05a—%;tg(2ﬂrr—o¢)=—tgaz%
o) Sen(”n'—a)=sena=—%;Cos(ﬂ—ot)=—c05a=—%;tg(w—a)=—tga=1—é1
d) sen (= — a) = cos =10 o5 (T~ &) = sen =—ﬂ't T o)== =—10\/£
2 ¢ R TR « 1n 927 % ga 21
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6.67 Sitg a = —\/ﬁ y % = a = =, halla las razones trigonométricas de los angulos suplementario y opues-

to a a.
\Vis) = 1 2 = I _ sena _Vis
1+( 15)—c052a:>cos =g = Wsa =~ 15 = 1 =sena = —
4
V15 1
sen(w—a)=sena=T;cos(Tr—a):—cosazz;tg(w—a)z—tgaz\/15

sen (—a) = —sen a = —\/415; cos (—a) = cos o = —%; tg (—a) = —tga = V15

6.68 Demuestra estas igualdades trigonométricas.

sen‘*a — cos*a
a) > — =1
sena — cos’«

2
sen’« 1
b) cos o + =
cos o Ccos o

) sena — cos' o _ (sen’ o + cos’ ) - (sen” o — cos’ o) 1
sen’ a — oS’ o sen’ a — oS’ « -

sen o €os’ a + sen’ o 1
b) cos o + = =
oS o €os o oS

6.69 Resuelve estas ecuaciones.

a) Isenx| =1

b) I cos x| =%
cQ Itgxl =1
1
d) Isen x| =3
a) x=%+k¢rconke2
™ , S5 27 47
b) x:?+2kﬂrrox=T+2k1-r;x=T+2kw;x=T+2kwconkeZ
™ , 3 5 Virs
Q) X=—+2knox="r+2km;x="—" +2kmx=—+2kwconkeZ
4 4 4 4
™ , S5 Virs M
d) x=€+2k7rox=?+2kw;x=T+2kw;x=T+2kﬂconkeZ
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

6.70 ;Cantidades proporcionales?

6.71

En la figura aparece dibujado el primer cuadrante de la circunferencia goniométrica.

En ella se consideran dos angulos « y B tales que la amplitud del segundo es igual a la del primero au-
mentada en un 50%.

a) Halla el valor del seno de cada uno de los angulos si « = 30°. Deter-
mina en qué porcentaje ha aumentado el seno de B en relaciéon con
el de «.

b) ¢En qué porcentaje aumenta el seno de @ si el angulo « mide 60°?

c¢) ¢Crees que los senos de los angulos son proporcionales a las ampli-
tudes de los mismos?

1

a) sen a = sen 30° = 0,5 sen B = sen (1,5 - 30) = sen 45° = 0,707

0,707
0,5

b) sen a = sen 60° = 0,866 sen B = sen (1,5 - 60) = sen 90° = 1

1
0,866

¢) Al pasar de 30° a 45° la amplitud ha aumentado en un 50%, y el seno, en un 41,4%. Al pasar de 60° a 90°, la amplitud ha
aumentado en un 50%, pero el seno sélo lo ha hecho en un 15,5%. Las amplitudes no son, pues, proporcionales a los senos.

= 1,414 = Mientras que la amplitud crece en un 50%, el valor del seno aumenta en un 41,4%.

1,155 = El valor del seno ha aumentado en solo un 15,5%.

Colores circulares

La regla de la figura gira en el sentido contrario a las agujas del reloj y describe una vuelta completa
en 2 minutos.

La longitud de los segmentos OA y AB es de 20 centimetros.

a) Calcula, en radianes, el angulo « descrito en un segundo.

b) Halla, en centimetros cuadrados, las areas de color gris y de color na-
ranja que se han pintado cuando ha pasado un segundo.

¢) Calcula la relacién de las areas pintadas cuando ha transcurrido un se-
gundo. ;Cual es esa relacion al cabo de 40 segundos?

a) En 120 segundos describe 27 radianes. En un segundo describe % = % radianes.
w08 _ w1600 _ 40w
120 120 3 '

- OA> _ - 400 _ 10w
120 120 3

(40 — 10w _
3

b) Area del sector OBB' cuando ha pasado 1 segundo:

cm?.

Area del sector OAA’ cuando ha pasado 1 sequndo: T

107

2
3 107 cm

Area de la zona gris: cm?  Area de la zona naranja:

¢) La relacion de las areas pintadas cuando han pasado 1y 40 segundos es la misma:

101
Zona Gris 3 1

Zona Naranja 10w 3
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6.A1

6.A2

6.A3

6.A4
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AUTOEVALUACION

Expresa en grados la medida de estos angulos.

3 157
a) T rad b) T rad
360° X 360 - 3w o
A Yrrad ~ 3w . X om0
T rad
360° X 360 - 157 R
b) 2mwrad ~ 15+ =X= 8w = 675
T rad
360° x 360 - 97w o
9 2utad  9mwrad X" 2w 1620

Pasa a radianes las medidas de los siguientes angulos.

a) 36° b) 100°

a) ZTI‘rad: X :>X:21T'36:£I'ad
360° 36° 360 5

b) ZTrrad: X :>X227r-100:5_1'rrad
360° 100° 360 9

0 ZTI‘rad: X :>X:21T-31O:31Trrad
360° 310° 360 18

Halla las razones trigonométricas de los angulos « y B.

h? = 100> — 60> = 6400 = h = 80 cm

_ 80 _ _ 60 _
sen o = 100 =08 s a = 100 = 0,6

_ b0 _ _ 80 _
sen B = 100 =06 s B = 100 =08

Calcula la medida de los angulos agudos del triangulo.

N —

= = o = 60° senf3 =

S

c¢) 9w rad

) 310°
tgo = % =133
tgB = % = 0,75
=B = 30°



6.A5 Halla las otras dos razones trigonométricas en cada caso.

a)Sisena=%y90°5as180° o) Sic05a=%y270°5a5360°
b)Sitga=\/24y0SaS% d)Sitga=%yﬂn’SaS3Tﬁ
3
a) izJrcosZ “1ofa=1- 2= csa=— 9—1:—ﬂ't A}
10 ° ° 100 « 100 10997 Vo 91
10
. , 1 1 s 1V 2Ve
b) 1+ (V24) = ol g S a= o= 0sa= 5,5ena—\/74 5= 5 — 5
_Ves
(A S _ |8 _ Ve S Ve -
c)(8>+sena—1:>sena—1 64:sena— 61— 8,tg = 1 = 63 = B\ﬁ
8
4y _ 1 1= _ _3 _A4 23y _ 4
d)1+(§>—cos—2a:c05a—25:c05a— D sena = 3 ( 5)— G
6.A6 Si el seno de un angulo agudo « vale % calcula:

a) sen (180° — «) b) cos (—a) c) cos (90° — ) d) sen (o + 180°)
e .1 [ 2Ve
(§>+c05a—1=>c05a—1 35 = 0sa = [op=—¢

a) sen (180°—a)=sena=1§ C) cos (90°—a)=sena=1§

b) cos (—a) = cos a = ¥ d) sen (@ + 180°) = —sen a = —%

6.A7 Calcula los angulos que cumplen cada una de las siguientes condiciones.
a) cos a = —0,44 b)tg B = V43 C) sen x -8 d) sen 8 = —0,96

15
a) a = 116°6" 14" + 2kw con ke Zy o = 243° 53" 46" + 2k con k € Z
b)B =81°19" 45" + 2km conk e Zy B = 261° 19" 45" + 2kw con k e Z
€ x =32°13'51" + 2kwmconkeZy x = 147° 46" 8" + 2kw con k € Z
d) & = 253°44' 23" + 2km conk e Zy & = 286° 15" 37" + 2kmw con k € Z

MURAL DE MATEMATICAS
MATETIEMPOS

El recorrido del oso

Un oso camina 10 kilometros hacia el sur; luego gira al este y camina 8, gira hacia el norte y, andando otros
10 kilémetros llega al punto de partida. ;Como es posible? ;Cual es la figura que muestra el recorrido del
0s0? ;Cuanto miden sus angulos? Polo Norte

Para que el recorrido sea posible, el oso debe ser blanco y estar en el polo norte.
El oso recorre el perimetro de un tridngulo isésceles curvo.
Dos de sus angulos internos son de 90° el otro es:

8 3500 = 0072°
o« = 5375 ' 360° = 0,072

donde 6370 es el radio de la Tierra en kildmetros.
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8 GEOMETRIA ANALITICA

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

156

EJERCICIOS PROPUESTOS

Las coordenadas de los vértices de un rectangulo son A(2, 2); B(2, 5); C(6, 5), y D(6, 2).

Halla las coordenadas y representa los vectores AB, BC, CD y DA. ;Qué relacion existe entre AB y
CD? ;Y entre BC y DA?

AB = (0, 3) BC = (4, 0) D =(0,—3) DA =(—40)
AB = —CD BC = -DA

Las coordenadas de un punto A son (3, 1) y las del vector AB son (3, 4). ;Cuales son las coordenadas
del punto B? Determina otro punto C de modo que el vector AC tenga el mismo médulo y la misma
direccion que el vector AB, pero distinto sentido.

B=(3+34+1) =65 AC = (-3, —4) C=(=3+3 —-4+1) =0, —3)

Representa los vectores @ = (2, 2); b = (7, 0); € = (-6, 2); d = (3, —1), y € = (-6, 0) con origen en el
origen de coordenadas. ;Qué coordenadas tienen los extremos de cada vector?

Y|
Las coordenadas de los extremos de cada vector

coinciden con las coordenadas de los vectores.

(-6,2) (2,2
c a
: 570
6,0 € 0%. X
(3,-1)

Halla las coordenadas de los vectores de la figura.
Y ‘i =22
= N5 b =(7,0)

b _ ¢ =1(-62)

3 0‘\13\~ X d=@6-1

€ = (—6,0)

Dados los vectores U = (6, 5); V = (-3, 0) y W = (2, —4), calcula:

a) 2u

b)3v — w

Q5 —-v)+w

a) 20 =2 - (6,5 = (12, 10)

b)3v —wW=3-(-3,0—(2, -4 =(-90 — 2, —4) =(-11,4)

o5 —-v)+w=5-[6,5 —(-3,0]+(@2 —4)=5-(9,5) + (2, —4) = (45,25 + (2, —4) = (47, 21)

Los vértices de un paralelogramo son A(3, 4); B(—4, 4); C(3, —4), y D. ;Cuales son las coordenadas de D?

Y]
B(-4, 4) A3, 4)

01\ X

D(10, —4)




8.7 Dados los vectores @ = (-7, 2); b = (10, —4); € = (14, —4), y d = (—19, 2), determina si son linealmente
dependientes:

a)@ = \b = (—7,2) = \(10, —4) no tiene solucion; por tanto, son linealmente independien3tes.

b)a=ab + Bd = (=7,2) = a(10, —4) + B(—19, 2) = 7 10a+—2:395} = 17 = &, b y d son linealmente
dependientes. @ B==

7
¢) (=2) - @ = ¢ = linealmente dependientes. 7
i~ - 10="14a—-198)] _ % 6 oo
d)b =aC + pd = (10, —4) = (14, —4) + B(-19,2) = _ = = a, b y d son linealmen-
, —4 = —4a + 2B 1
te dependientes. B = 3

8.8 Indica las coordenadas de los siguientes vectores y represéntalos graficamente.

a)a=-7 +2f ¢=14 -4
b) b = 10/ — 4f d)3=—19f+2f
aa=-7 + 2] —~7(1,0) + 2(0, 1) = (=7, 2) QT =14 — 4 = (14, —4)
b) b =10/ — 4] = (10, —4) dd = —19: +2] =(-19,2)
Y
(-19, 2) (-7, 2)
d El L
0| X
107-4) (14,4

8.9 Dados los vectores U = (1, 2); Vv = (3, —4); W = (2, —3) y Z = (4, —6) realiza estas operaciones.
aju-v b) w - Q@+v)-w
v-v=(1,2-3 -49=3-8=-5
b)W’-2’=(2—3) (4, —6) = 8 + 18 = 26
(1,2)+G -4 -2 -3=0@-2-@2 -3 =8+6=14

N

8.10 Los médulos de dos vectores son 6 y 10. Halla el producto escalar de ambos vectores si el angulo que
forman es de 60°.

1

U-Vz|U|-|V|-cos(U,V)=6-10-c0560°=60-?=30
8.11 Calcula el médulo de estos vectores.
a)a=@C -1 oc=(-405)
b) b = (-2, -7) d) d = (6, 0)
a)|a| = V3 + (17 =110 Q12| = V- zzx/ﬂ
b) |B| = V(=2" + (-7 = \/33 A |d] = V62 =36 =

8.12 Halla el médulo del vector de origen A(1, 1) y de extremo B(5, 4).

AB=(B-14-1)=43=|A8|=\V#+3=125=
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8.13 Dados los vectores @ = 2i + 3 y V = i + 5/, calcula:
au
b) v
) Angulo (7, V)

7= VE T T = VD3
VITES = Vs

vl visvae  13vz 13vz 26

8.14 ;Qué angulo forman dos vectores opuestos? ;Qué angulo forman dos vectores equipolentes? Razona
tu respuesta con un dibujo.

0 Angulo 5, 7 = -2 _@23-0,5 _2+15_ 17 _ V2

Dos vectores opuestos forman un angulo de 180°.
Dos vectores equipolentes forman un angulo de 0°.

8.15 Dados los vectores U = (4, 3) y v = (12, 5), halla el angulo que forman estas parejas.

auyv b) gy —-v Q-uyv duy —-v
a) COS(U V)—ﬂ: (4’ 3).(12' 5) ZMZE
T T Ve 3V T 53 T 6
angulo (7, V) = arcos gg = 14° 15’
. (74, 73) - (12 —5) 48 +15 63
D) cos (U, =V) = \=ay + (3 V1P + (57 T 5-13 65
angulo (—U, —V) = arcos % = 14° 15’
(4, -3) - (02,5) —48 — 15 _ —63
As(-0V) =\ + (3P VIZ 5 T 513 65
] = —63 o acs
angulo (—U, V) = arcos = o5 - 165° 45
o (4,3) - (=12, =5) —48 — 15 —63
dcos@ —V) =\ T3 \[C120 + (5 ~ 513 6"

angulo (U, —V) = arcos —% = 165° 45’

8.16 Los vértices de un triangulo son A(1, 2); B(6, 2), y C(4, 6). Calcula las longitudes de sus lados.
l,=dA B =V6—12+Q2—22=125+0=5ul
L=dB 0=\l -6+(6—2=V4+16=120=2\5ul

,=dC A =V -4+ 2 —-67=19+16 =5 ul.

8.17 Dado el punto A(3, 2), halla las coordenadas de otro punto B sabiendo que se encuentra en el eje de
ordenadas y que dista 5 unidades de A.

B sera de la forma (0, y).

5=dA B =VE3—-02+@2—y= \/9+ 2—y):>25—9+ Q-yY)y=25=9+4—-4y+y=

4 /(-4 —12)

=Sy -4y-12=0=y= 2

_4=x8 _ 6

Hay dos soluciones: B(0, 6) 6 B(0, —2).

8.18 Las coordenadas del punto medio del segmento AB son (3, 5). Halla las del punto B siendo A(2, 9).

2+a 9+b> 6=2+a} a

_ 4
(3'5)_< 2 ' 2 )T10+9+b] b

1

= B(4, 1)
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8.19 Sean A(2, 3) y B(—8, 7) dos puntos del plano. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB.

M= (2—8 3+7

2'2)(35)

8.20 Halla la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por A(—2, 4) y tiene como

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

vector director V = 3/ — j.

Ecuacion vectorial: (x, y) = (=2, 4) + t(3, —1)
Ecuaciones paramétricas: X —2+ 3t
P y=4-—-1t

Determina todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—2, 5) y lleva la
direccion v = (4, 1).

Ecuacion vectorial: (x, y,

Ecuaciones paramétricas: X= -2+ 4
T y=5+t
Ecuacién continua: X 2 y—s
4 1
X+ 2=4y — 20 = x — 4y + 22 = 0; ecuacion general
1
Ecuacion punto-pendiente: y — 5 = Z(X + 2)
1 1 1 o -
y—5= 72X T 5 =y =X+ 7 ecuadon explicita

Halla la ecuacion punto-pendiente y la ecuaciéon explicita de la recta que pasa por el punto A(2, 8) y
tiene como vector director v = (—1, 9).

Ecuacion punto-pendiente; y — 8 = —9(x — 2)
y—8=—-9%+ 18 = y = —9 + 26; ecuacion explicita.

Indica un punto y un vector de estas rectas.
_ _ x=-1+ 9t
a) (x, y) = (2, 4) + t(5, —3) Q) y=-8-— Gt}
- + 2
pX=3_Y d)2x — 3y +8 =0
3 2
a) P2, 4) V(5 —3)
b) P(3, —2) v(3,2)
o P(—1, —8) v(9, —6)
d) P(—4, 0) V(3,2

Halla todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene como
pendiente m = 7.

Ecuacién punto-pendiente: y = —7x
Ecuacién explicita: y = —7x
Ecuacion vectorial: (x, y) = t(1, —7)

x=1t
y=—Tt

y

Ecuaciones paramétricas:

L. . X
Ecuacién continua: 1— -7

Ecuacién general: 7x + y = 0

Halla la ecuacién en forma continua de la recta que pasa por los puntos P(—4, 0) y Q(0, 2).

PQ(4, 2); ecuacion continua: 2 Z 4 _ g
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8.26 Halla todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(3, 0) y Q(0, —3).

. X
Ecuacion segmentaria: = + Y=

3 -3
PQ (—3, —3); ecuacién continua: = 33 = _L3
Ecuacion vectorial: (x, y) = (3, 0) + t(—3, —3)

Ecuaci - =3- 3t}
cuaciones parametrlcas

Ecuacién general: x —y — 3 =0
Ecuacién punto-pendiente: y = x — 3
Ecuacion explicita: y = x — 3

8.27 Representa graficamente la recta que pasa por los puntos A(3, —1) y B(8, 9), y halla todas las formas de
su ecuacion.

— — +1
AB (5, 10). Ecuacion continua: X : 3 _ y10

Ecuacion vectorial: (x, y) = (3, —1) + t(5, 10)
X =3 +5t }

Ecuaciones parametricas: y = —1 + 10t

Ecuacion general: 10x — 5y —35=0;2x —y -7 =10

10x — 30 = 5y + 5

Ecuacién punto-pendiente: y + 1 = 2(x — 3)
1 Ecuacion explicita: y = 2x — 7
1 y X Puntos de corte con los ejeS' (3,5:0) (0, —=7)

Ecuacién segmentaria: 5 + Y =1

35 =7

@]

8.28 Representa la recta de ecuacion y = —4x + 12, y halla las restantes formas de su ecuacion.

Ecuacion explicita: y = —4x + 12
Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 12) + t(1, —4)

Ecuaciones paramétricas: x =t
y=—dx+ 12 y =12 — 4t

- 12
Ecuacion continua: & = y
L —4
Ecuacion general: 4x +y — 12 =0

Ecuacion punto-pendiente: y — 12 = —4x
Puntos de corte con los ejeS' (3, 0) (0, 12)

Ecuacion segmentaria: 5 + L - 1

3 12

8.29 Dadas la recta r, determinada por los puntos A(2, 3) y B(4, 7), y la recta s, determinada por los puntos
C(2, 7) y D(7, 8), razona si r y s son paralelas o secantes.

- -3
X22 =yT=>4x—8=2y—6=>ecuaciéngeneral:4x—2y—2:0
x—2 _y—-1

5 1

AB (2, 4). Ecuacién continua:

CD (5, 1). Ecuacién continua: = x — 2 = 5y — 35 = ecuacion general: x — 5y + 33 =0

% + :__E, = Iy s son secantes.

8.30 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1, 2) y es paralela a la recta de ecuacién
5+ 3y +7=0.

Si son paralelas, sus pendientes coincidiran: m = — g ademas conocemos un punto de la recta.
5
y—2=-— §(X -1
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

8.31 Calcula el angulo obtuso que forman los vectores AC y BD del cuadrilatero anterior.

A4, 1), B(1,5), C(9,11), D4 + 8,6 + 1) = (12, 7) AC (5, 10) BD (11, 2)
. (5.10) - (11, 2) 55+20 75 3 3
cos(AC, BD) = \/52+102\/112+22 =13 ~“ 13 -5 = arcos§=53°7’ 48"

Angulo obtuso = 180° — 53° 7' 48" = 126° 52’ 12"

8.32 Halla las coordenadas del punto medio M del lado BC del cuadrilatero anterior, y calcula el angulo agudo
formado por los vectores AC y AM.

M =

(1 er 95 +2 11) 59 AC(5,10), AM (1, 7)

(5,10) - (1,7) 5+70 75 3 3\10

cos (AC, AM ) = = = = =
VS 10V T TR s svio vio | 10

RN E—

= Angulo: 18° 26" 6”

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Vectores y operaciones

8.33 Calcula las coordenadas de los vectores AB y CD. ;Qué relacion existe entre ellos?

Ly a) AB =(0,2) — (3, 1) =(-33)
C —
b) D = (1,3) - (~2,6) = 3, -3)
+D Los vectores son opuestos.
B
0 1 X

8.34 Representa el vector de posicion del punto A(—7, 6). (Cudles son sus coordenadas cartesianas?
Y

FrEarS Las coordenadas de OA son las mismas que las de A, (=7, 6).

1

o 1 X

8.35 Las coordenadas del vector AB son (5, 3). Siendo B(—1, 4), calcula las coordenadas del punto A.

5.3=(-1T-x4—-yY)=>x=-1-5=-6y=4-3=1=A=(-6,1)

8.36 Opera:
a) (2, -1) - 4 3) d) 41, -1) + 2(3, 0)
b) 6(-3, 1) + (10, —2) e) 3, —1) — 51, -2)
0 2(-4,0) - 3(-1, 2) f) (9, 6) — 2(4, 1)
a) (2, —1) — (4,3) = (-2, —4) da-@1,-1)+2-3,0 =(10 —4)
b) 6 - (=3,1) + (10, =2) = (-8, 4) e) (3, —1) —5(1, -2) =(-2,9)

Q) 2(—4,0) — 3(=1,2) = (=5, —6) f) (9,6) —2(4,1) = (1, 4)
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8.37 Dados los vectores U = (5, =3); V = (—1, 4), y W = (2, 2), calcula:

a) @ — (7 + W) d) 5w — 37 + @
b) 30 — 2(W — V) &) 2AW + V) — @
1 3.
c)i(v—u) f)zu—2v+w
au—(V+w)=(5 -3 —I[(-1, ) 2,21=005, -3 —-(01,6 =4 -9
b)37 — 2 — 1) =3 (5, -3) — 2+ [(,2) — (—1, 4] = (15 —9) — 2 - 3, —2) = (9, —5)
037 =0 = 31,9 - 6, -3 = [-3.)
5% — 37+ T =522 —3- (1,4 + (5 —3) = (10,10) — (=3, 12) + (5, —3) = (18, —5)
2T +7) — T =2-122 +(—1,4] -5 -3)=2-(1,6) — (5 —3) = (-3, 15)
D0 -w+w=26-3-2-14+22= (% _T9> S (-2,8)+ (2,2 = (% _Tg) (4 —6) = (371 _733)

8.38 Calcula el valor de x e y en las siguientes igualdades.

a) (5, —9) = 3(x, y) — 2(x, 0) A 2y, 0) = (x, y) — 2(x, 5)
b) (x, —4) = 2(y, 5) + (3, x) d) Bx, —y) = 2(1, —x) + (v, 9)
a5, -9 =0Cx—2%3)=5=x,-9=3y;x=5y=-3

o X=12+3 x=—14
b) (x, —4) (2y+3,10+x):>{_4:10+x 2y——17y——%
Q@Qy0)=Kx-2xy— 10):{02117__)1(0:%2 1_020

dBx -y =Q+y -2+9 = {_3X_=_2 Y o=sXC !

Combinacion lineal de vectores

8.39 Considera el vector Z = —4i + 3/, siendo i = (1, 0) y j = (0, 1). ¢(Es Z combinacion lineal de i y de j?
¢Cuales son sus coordenadas cartesianas?

=

7 = —4i + 3j, es combinacion lineal de /"y J.
Coordenadas cartesianas (—4, 3)

8.40 Sabiendo que U = 2V — 3w, expresa:
a) Vv como combinacién lineal de o' y w.
b) W como combinacién lineal de U y V.

_ 1_, 3
AV=q0ty

— 2. 1_
b) w = 3V - 30U

8.41 Estudia si los vectores U = (2, —4); Vv = (3, 1), y W = (11, —15) son linealmente dependientes.

(11, —15) = a2, —4) + b(3'1):>{ 11 =2a + 3b {11 = 2a+3b

—15=—4a+ b |45 =12a — 3b

56 =14a=>a =14
b=—-15+4-4=1
Son linealmente dependientes.

8.42 Calcula las coordenadas cartesianas de los vectores & = 23 — by vV = 63 — 4b sabiendo que:
a=-3 +6f b=5+2f

a) T =23 + 6/) (57 + 2j) = —11i + 10f. Sus coordenadas cartesianas son (—11, 10).
b) V = 6(—3 + 6) — 4(5( + 2j) = —38i + 28] Sus coordenadas cartesianas son (—38, 28).
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Producto escalar

8.43

8.44

8.45

8.46

8.47

8.48

8.49

Dados los vectores U = (-6, 8) y V = (1, 7), calcula:

a)u-v b) (-24d) -
a) (~6,8) - (1,7) = —6 + 56 = 50

b) (12, =16) - (1, 7) =12 — 112 = =100
O V(—67 + 8 =10

olul

<t |l

Estudia si los vectores de las siguientes parejas son perpendiculares entre si.
a)u =(6,9yv=(-32)

b)u=(24yvV=(-8 -4
Qu=(-3,6)yVv=(10,5)
du= (- —2)yV=(4.2)
a) 6,9) - (—3,2) = —18 + 18 = 0. Si son perpendiculares.
b) (2,4) - (=8, —4) = —16 — 16 = —32. No son perpendiculares.
) (—3,6) - (10, 5) = —30 + 30 = 0. Si son perpendiculares.
d) (=1, =2) - (4,2) = —4 — 4 = —8. No son perpendiculares.

Halla el angulo que forman los vectores U y V en cada caso.
a)d =(2V3)yv=I[31
b)u =(-6,10)y v = (3, -5)

0u=(2V2)yv=[(-22
a) cosa = 2.V3)-(V3,1) _ ;y — o = 10,89° = 10° 53’ 36"

Va4 +3-13+1
(=6, 10) - (3, —5) 6
b) cosa = \/36 + 100 - \/9 + 25 = — =—1=a=180°
v v 4624
2,V2) - (-2.12) EN
COSOL = \/4T \/4T = TS0 = 109 47° =109° 28’ 16"
Halla el producto escalar de los vectores de la figura.
Y |T| =4
) 7] = Vi1 =12
45° U-V=4\/2cos45° =4
0| 1 X
Calcula el angulo que forman los vectores &' y vV en cada uno de los siguientes casos.
a)lgl=21vi=1uT-v=1\3 b) 7l =4,1VvI=807- vV =16\2
AV Ve L V2 V2o
a)COSOL—ﬁ—Tﬁa—3O b)COSOL—4—.8—T=>OL—45
Siendo ¥ = (4, x), halla el valor de x en cada una de las siguientes situaciones.

a) Si el moédulo de U mide 20 unidades.
b) Si el producto escalar de o' y vV = (3, —5) es igual a 2.

a) V16 + x =20 = 16 + x> = 400 = x* = 384 = x = /384 = 8\/6

b)(4,x)'(3,—5)=2:>12—5x:2:>x=%=2

Calcula el valor de a para que los vectores & = (a, 3) y Vv = (—1, 5) sean perpendiculares.

@3 :-(-1,5=0=-a+15=0=>a=15
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8.50 Determina un vector cuyo moédulo mida \/10 unidades y que sea perpendicular a v = (6, —2).

(x, y)- (6, =2) =0 :>6x—2y:0 :>y=3x
\/x2+y2=\/ﬁ X +y'=10 X+ Bx)=10->10x>=10—>x= =1,y = *3

Vectores: (1, 3) (=1, —3)
8.51 Calcula la distancia entre los puntos:

a) A(4, -2) y B(0, 9)
b) C(—1, 10) y D(8, —5)

a) d(A, B) = V(0 — 42 + (9 + 22 = \/137
b) d(C, D) = \/(8 + 1)? + (=5 — 10 = \/306 = 3\/34

8.52 Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del tridangulo de vértices A(2, 1); B(2, 5) y C(—2, 3).

2+2 1+5 2—-—2 5+3 —-2+2 3+1
MAB:( 7 7 ):(2.3) MBC:<T: 7 >:(0.4) MCA:( 7 ,T>:(0,2)

Ecuaciones de la recta

8.53 Determina un punto por el que pasan y un vector director de cada una de las siguientes rectas.

x—-—3 _y+4 x=2-1t
a——3 =73 c)y=5+3t}
a) A3, —4); Vv = (—2,5) Q) AR2,5); vV =(-1,3)
b) A(1, 4); v = (1, 4) d) A@4, 0); Vv = (2, —6)

8.54 Halla todas las formas de la ecuacion de la recta de la figura.

Ecuacion segmentaria: _Lg + % =1
., . X+ 3 y
Y : -7
Ecuacion continua: 3 4
Ecuacion vectorial: (x, y) = (=3, 0) + t(3, 4)
. ,._x=—3+m}
Ecuaciones paramétricas: B
. y = 4t
o1 X Ecuacién general: 4x — 3y + 124= 0
! Ecuacién punto-pendiente: y = —(x + 3)

3

Ecuacion explicita: y = %x + 4

P(—3,0) Q(0,4) PQ(3,4)

8.55 Halla la pendiente de la recta 3x + 2y — 6 = 0.

8.56 Escribe la ecuacion segmentaria de la recta que pasa por los puntos A(5, 0) y B(0, 2).

LA
57771
8.57 Expresa en forma continua la recta y = 2x + 1.

PO T = (1,2 =% =Y
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8.58 Halla la pendiente y un punto por el que pasa cada una de las siguientes rectas. Represéntalas graficamente.

x+1 _ Y <)
a) > TV b
b)x—3_y—2 )
5 -4
5x—-2y+3=0 a)
X Yy
d=--==1
8 5 j d)
= 1 () X
a) A(—1, 0) v=@21) m=
b) T = A3, 2); vV = (5, —4) m=—
Ox=1=5-1-2y+3=0=y=4
o _3
= A(1,4) ;v =(2,5) m—2 /
d) A, —5); 7 = (8,5) m=%

Posiciones relativas

8.59

8.60

8.61

8.62

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y, si son secantes, halla su punto de corte.

a)r:2x -5 +7=0 ssx—-2y—-2=0
b)r:6x +4y — 12 =0 s:3x+2y—-6=0
Qrix—-5+3=0 s:3x— 15y +8=0
a)%#i—g:Son secantes.
2Xx—=5+7=0 2x =5 +7=0
x—2y—2=0} —2x+4y+4=0} = Punto de corte (24, 11)
—y+ M =0=y=11
x=2-1M1+2=24
6 4 _ -12 .
b)g— > = ¢ = Son coincidentes.
1 -5 3
c)g— 15 * g = Son paralelas.

Se consideran las rectas r: y = x — 3 y s, determinada por los puntos A(7, 5) y B(—4, 1).
¢Cudl es su posicion relativa?

rx—y+3=0

. x—7 _y—5

5 = = —4dx+28=-1My+5=44—-1y+27=0
-4 -7 1—-5

‘I .

Z#_—“:Son secantes.

Halla la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y tiene la misma pendiente
que larectay = 4x + 9.

m=14 y=3=4-x—-1)
Halla la ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto A(—2, 4) y es paralela a la que tiene por
ecuacion 7x — 14y + 3 = 0.

_ 7 _1 a1 _1
m—1 =5 y 4—2 (x+2)=>y—2x+5
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8.63

8.64

8.65

8.66

8.67

8.68

8.69

8.70

8.71
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Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto de corte de : 8x — 5y + 2 =0y s:2x +y — 4 =0,
y por el punto A(0, 3).

8 —5+2=0
2Xx+y—4=0
8% —5-4—-2X+2=0=28—-20+10x+2=0=218%=18=x=1y=4-2-1=2= A(1,2)

x—1 y—12 x—1 _ y—2
0-1 3-2""-1 1

}:y=4—2x

La recta es

Estudia si las rectas

r3x+y-5=0

s:2x—-y=0

tx+4y —-9=0
se cortan en un mismo punto y, en caso afirmativo, calcula sus coordenadas.
Se halla primero el punto de corte de dos de ellas:

3x+y—-5=0 :>x=1
2xXx—y=0 y=2
El punto de corte de ry s es (1, 2).

Ahora se comprueba si ese punto pertenecea t: 1 +4-2 — 9 = 0.
Por tanto, las tres rectas se cortan en el mismo punto: (1, 2).

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Siendo A(1, 4) y B(0, 6), ¢el vector fijo AB es un representante del vector libre U = (-1, 2)?

AB = (0,6) — (1,4 = (-1,2)
Si lo es, porque tienen las mismas coordenadas.

¢Son equipolentes dos vectores opuestos? Razona tu respuesta.

No, porque tienen distinto sentido.

Clasifica las siguientes operaciones segun sea su resultado un nimero o un vector.
a) k(z - v) b) k(z + V) Qu-(Vv+ w) d k + (T V)

a) Nimero b) Vector ¢) Nimero d) Nimero
¢Cual es el producto escalar de dos vectores de igual médulo y direcciéon, pero que tienen sentido
contrario?

7-b=1|3| |b|cosa = || |7 cos180° = —|F[

Si el producto escalar de dos vectores de médulo 1 es igual a 1, ;como son su direccion y su sentido?

—

a-b=1a| |b|lcosa=1-1-cosa=1=csa=1=a=0°
Su direccién y su sentido son iguales

¢Es posible que el producto escalar de dos vectores U y V sea igual a 12 si la| = 3 y [V] = 42 ;Por qué?

<|

U-V=|U|-|V]-cosa=3"-4-cosa =12 si cosa = 1; es decir, si tienen la misma direccién y sentido.

a) Razona si es posible determinar la ecuacion de una recta sabiendo que pasa por el punto A(0, 6) y
que su ordenada en el origen es 6.

b) ;Y si la recta pasa por el punto A y por el origen de coordenadas?

a) No, porque que la ordenada en el origen sea 6 quiere decir que pasa por el punto de primera coordenada 0 y de segunda
coordenada 6, que es el punto A, y, por tanto, solo se sabe un punto de la recta y, para que quede determinada, se necesi-
ta al menos otro.

b) En este caso, si es posible determinarla, porque se conocen dos puntos por los que pasa.



8.72

Relaciona en tu cuaderno las rectas dadas por las siguientes ecuaciones con los elementos que les co-
rresponden.

x—5 y—2 _5
2 -4 A%
y+1=3x >§A(7,—2)
3x+8y—5=0>&><ﬁ—(1,5)
y=5x+4 \m=

8.73 ¢Cual es la posicion relativa de dos rectas

8.74

8.75

8.76

a) que tienen la misma direccién y un punto en comun?
b) con distinta direccion?
c) que en su ecuacion punto-pendiente tienen la misma pendiente y el punto distinto?

a) Coincidentes.
b) Secantes.
¢) Paralelas

PROBLEMAS PARA APLICAR

Para arrastrar una mesa muy pesada de tablero circular y con una pata en el centro, se atan dos
cuerdas y se tira de ellas como muestra la figura.

Si se utilizase una unica cuerda para obtener el mismo
resultado que con las dos anteriores, ;qué fuerza
deberia aplicarse?

La fuerza que se ejerce sobre cada una de las cuerdas tiene el
mismo modulo, direccion y sentido que los vectores

F=036yb =5 —6).
La cuerda se obtendria como resultado de sumar las otras dos.
g+b =036 +(5-6 =80 =0

Una maqueta de un barco de vela es empujada por la corriente del agua de un estanque que ejerce una
fuerza f, = (10, 8). A su vez, el viento sopla con una fuerza f, = (-3, —1).

¢En qué direccién y sentido es la fuerza resultante? ;Cudl es su médulo?
El barco se desplaza segln el resultado de sumar a la fuerza de la corriente la del viento: (10, 8) + (=3, —1) = (7, 7)

El barco se desplaza en el mismo sentido que la fuerza de la corriente.

Su modulo es: \/72 + 72 = \/98 = 7\/2.

En un radar se observa el vuelo de dos aviones. Uno de ellos se encuentra en el punto de coordenadas
(5, 3) y se desplaza siguiendo la direccion del vector & = (—4, 7). La trayectoria del segundo queda
determinada por la recta de ecuaciéon 7x + 4y + 83 = 0.

Si continuaran su vuelo de forma indefinida, ;chocarian en algin momento?

- -3
Trayectoria del primer avion: X_45 = 'VT =Tx+4y—-47 =0
Trayectoria del segundo avién: 7x + 4y + 83 = 0
- : 1 _ 4, —47
La posicion relativa de los dos es: 7 =7 +* 3

Las trayectorias son paralelas. Por tanto, no chocarian en ninglin momento.
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8.77 Para regar los arboles de un jardin se van a colocar unas tuberias que comuniquen unos con otros.
Si dos de esos arboles estan situados en puntos de coordenadas A(4, 6) y B(9, 8) y otro de ellos en el
punto C(0, 6), ;seria posible conseguir que una tuberia recta pasase por los tres a la vez?

x—4 y—-6 x—4 y—6

9-4 8-6 5 2

0-4 6-6 0—47&6—6
5 2 75 2

No se podria colocar una tuberia recta que pasara por los tres arboles a la vez.

Recta que une los puntos Ay B:

Se comprueba si el punto C pertenece a esa recta:

8.78 Un barco lanza un mensaje de socorro. Su posicion viene dada por el punto A(1460, 765). Dos barcos
situados en B(3525, 2490) y C(585, 3500) acuden en su ayuda.
Si los dos navegan a la misma velocidad y en linea recta hacia A, ;cual llegard primero?

Llegara primero el que esté mas cerca de A.
d(A B) = \/(3525 — 1460)> + (2490 — 765)> = \/7239850 = 2690,70

dA Q) = \/(585 — 1460)* + (3500 — 765)* = \/8 245850 = 2871,56
Llegara antes el barco que esta en la posicion B.

8.79 Con un solo golpe sobre la bola A, esta debe golpear primero a la bola B y luego a la C.
Considerando los lados de la mesa como ejes de coordenadas, las posiciones de las bolas son A(20, 28);
B(5, 10), y C(12, 36).
¢Con qué angulo respecto a la trayectoria seguida por A cuando golpea a B debe salir la bola para
golpear a C?

Hay que calcular el angulo que forman los vectores BA y BC.
BA = A — B = (20,28) — (5, 10) = (15, 18)
BC = C— B=(12,36) — (5, 10) = (7, 26)
(15,18) - (7, 26)

s = =0,9082 = o = 24,74°
V152 + 182-\/7% + 262

8.80 Una cigiiena tiene su nido situado sobre una torre a 250 metros de altura. Ella esta sobre el suelo a 100
metros de distancia de la torre.
a) Si subiera hasta el nido en linea recta, ;cual seria la ecuaciéon de la trayectoria seguida? ;Y cual la
pendiente de la misma?
b) ¢A qué distancia del nido se encuentra la cigiieha?

a) La posicion del nido respecto a esos ejes es (0, 250), y la de la cigiiefia sobre el suelo, (100, 0).
_y— 250 =250 5

i6 2 —— = = =
Ecuacion de la trayectoria: 100 50 = M= 100 5

b) Distancia entre el nido y la cigiiefia: 1/100° + 2502 = \/72500 = 501/29 m

8.81 Un rayo de luz incide en un espejo con una trayectoria rectilinea determinada por los puntos A(3, 2) y
B(5, 7), siendo este ultimo el punto de contacto con el espejo.

Al reflejarse, la pendiente de la recta que describe su trayectoria es —E.

a) Escribe la ecuacion de las rectas determinadas por el rayo incidente y el reflejado.

b) Halla un vector director de cada una de ellas y el angulo que forman.

¢) Si el angulo de incidencia y el de reflexiéon son iguales, ;cuanto vale cada uno de ellos en este caso?

-3 _y-2_ x-3_y-—2

X dary — 7 = -2 —
a) Incidente: 53" 737 3 3 Reflejada: y — 7 = 3 x —5)
b) Vector director de la recta incidente: (2, 5) Vector director de la recta reflejada: (5, —2)
2,5 (5 =2)
cosa = =0=a=090°

V22 +52-\/5 + (—2)

¢) Como forman un angulo de 90° entre los dos, cada uno de ellos medira 45°.
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REFUERZO

Vectores. Operaciones y producto escalar

8.82

Dados los puntos A, B, Cy D de la figura, calcula los vectores BA, CD, BC y AD.
¢Cudles de ellos son equipolentes?

’ @5 B=(-1,-1:C=(,-3:D=63

i BA = (5, 6) D = (5, 6)
BC =@, -2) AD =(2, -2

D
Son equipolentes BA y CD, y también BC y AD .
of 1 X
5
.C
8.83 Calcula:
a) (5, 9) + 2(-4, 8) — (6, 0) A (7,11) - [(4,9) + (-3, 1)]

8.84

8.85

8.86

8.87

8.88

b) 3(-4, 7) — (2, 6) + 5(1, -3) d) (-6, 8) + 3[(5, -2) + (4, 7)]

a) (5,9 +2(—4,8 — (6,0 = (59 + (—8,16) — (6, 0) = (-9, 25)
b) 3(—4,7) — (2, 6) + 5(1, =3) = (—12,21) — (2, 6) + (5, —15) = (=9, 0)
Q7,1 1) - 49+ (=3, 0=@71)-q(, 10) =1
d) (—6,8) + 3[(5 —2) + @4, 7)] = (—6,8) +3-(9,5) = (-6, 8 + (27, 15) = (21, 23)
Dados los vectores U = (5, 8) y Vv = (-2, 6), halla:
ayu-v byv v ) lal d) vl
AT -7=(58) (26 =—10+48 = 38 97| = V% = /89
b)V-7=(-26) (=26 =4+36=140 d) [7] = V(=22 + 6 = V40 = 21/10
Calcula el angulo que forman los vectores:
a)u=(-2-Ayv=(02 -1 b)a =(3,9yb = (-1, -3)
( 2 - ) @, —1)
a)cos<x=\/( \/22 2—0=>a—90°
3.9 (=1, =3) ~30 ~30

b) cosa = /371924 /(—1)7 + (—3) :\/%~\/ﬁ: 30 =—-1=a=180°

¢Son perpendiculares los vectores U = (6, 15) y v = (5, —2)?
T-7v=10(6,15-(5,-2=30-30=0
Son perpendiculares porque su producto escalar es cero.
Halla la distancia entre los puntos A(4, 9) y B(—2, 1).
dA, B =V(=2 — 4 + (1 — 92 =1/36 + 64 = 10

Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(2, —5) y B (4, 1).

2+4 —-5+1
M=<2, . )=@—a

Rectas. Posiciones relativas

8.89 Obtén un punto, un vector director y la pendiente de la recta de ecuaciones paramétricas: .

x=—1+2t}

7= -]
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8.90

8.91

8.92

8.93

8.94

8.95

170

Escribe en todas las formas posibles la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3, 1) y tiene la
direccion del vector o = (5, —2).

Vectorial: (x, y) = 3, 1) + t(5, —2) Explicita: y = _sz + %
Paramétrica: ; z ? t g:} 1 1
1 b5} oz
Continua: X ; 3 _ y_—z X y
Ecuacion segmentaria: — + —— =1

General: 2x + 5y — 11 = 0 n o n

_ 2 5
Punto-pendiente: y — 1 = < (x —3)

Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A(—3, 6) y B(4, 1).
x+3 y—6 B
4+3—1_6:>5x+7y 27=0

Comprueba si el punto B(4, —6) pertenece a alguna de estas rectas.
a)y =9 - 3x
b)5x +3y —2=0

a) -6 =9 —3-4= —6 = —3. No pertenece.
b)5-4+3-(—=6) —2 =0= 0= 0.Si pertenece.

¢Son secantes las rectas r: 4x — 5y — 2 = 0y s: y = 2x — 4? En caso afirmativo, calcula su punto de corte.

Se escribe la segunda en forma general: 2x — y — 4 = 0.

%;ﬁ :—15 Por tanto, son secantes.
4X_?’y:_ziig}é4x—5~(2x—4)—2:0:>4x—10x+20—2=0:>—6x=—18:>x=3;y=2

Se cortan en el punto (3, 2).

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas.
a)r:4x -6y + 10 =0

s:2x -3y +4=0
b)r:2x +3y +6 =0

s:6x+ 9y +18 =0

-6 10

4 [ — R

a) > =3 % 5 paralelas.
2 3 _ 6 .

b) 69" 18 Son coincidentes.

Halla la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto P(0, 2) y tiene la misma pendiente
x—-—1_y+2

-1 = 3
¢Cual es la posicion relativa de las dos rectas?

que

m=_i1=—3 y—-2=-3-x-0

Las rectas son paralelas.



AMPLIACION

8.96 Expresa los vectores ¢ y d como combinacién lineal de a y b.

e
Q

Primero se sitGlan los 3 vectores con origen en el mis-

mo punto.
Se observa que el vector € es el doble de a.
c Por tanto, la combinacion lineal es ¢ = 2a + 0b.

Se trazan las rectas que tienen la direccion de los
vectores & y b.

Desde el extremo de d se traza una paralela al
vector & hasta que corte la recta con la direccion de b,
y se observa que la longitud desde el origen hasta ese
punto es 3b.

Desde el extremo de d se traza una paralela al vector b hasta que
corte la recta con la direccion de &, y se observa que la longitud des-
de el origen hasta ese punto es 3. Por tanto, d = 33 + 3b.

8.97 Calcula el valor de a para que los vectores & = (4, 3) y Vv = (a, 1) formen un angulo de 45°.

4,3) - (a1
cos 45° = \/42(+ 32-(Va2)+ 12=>¥=%:>8a+6=5\/2a2+2=>64a2+96a+36=50a2+50

1
7
a=—7

14a* + 96a — 14 =0;7a° + 48a — 7 =0

B8 —4-7-(=7)  —48 + 50 a
a= 14 I VR

8.98 Determina, mediante vectores, si es rectangulo el tridngulo de vértices A(—4, —2); B(0, 1), y C(3, 2).

Un dibujo ayuda a ver si existe algiin angulo recto.

Se observa que no, pero se comprueba analiticamente hallando primero

Y los vectores AB, BC y AC, y comprobando si son perpendiculares.
. AB = (4,3); BC = (3,1); AC = (7, 4)
/15/ Para que sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser cero.
/O T 4 AB - BC = 12 + 3 = 15. No son perpendiculares.
A AB - AC = 28 + 12 = 40. No son perpendiculares.
BC - AC = 21 + 4 = 25. No son perpendiculares.

Por tanto, el tridangulo no es rectangulo.

8.99 Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por el punto P(5, —4) y forma un angulo de 30° con el
eje de abscisas.
V3

m=tg30 :T

y+4=¥~(x—5):> 3x — 3y — (12 +5V3) =0
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8.100 Calcula la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto en el que 6x + 9y — 12 = 0
corta al eje de abscisas y es paralela a % + 3= 1.

El punto de corte con el eje de abscisas tiene la segunda coordenada igual a cero.
Entonces, siy = 0,6x + 9-0—-12=0=x = 2.
La recta pedida pasa por el punto (2, 0)

3. x — 2).

—1=>m=—i.Larectaesy= 1

La pendiente debe ser igual que la de 7

+ )
"3

8.101 Los lados de un triangulo vienen dados por las rectas de ecuaciones 3x—y—6=0,3x+y—18=0¢e y=0.
a) Halla sus vértices.

b) Clasifica el triangulo en funcién de sus lados.
¢) Halla las ecuaciones de las rectas determinadas por sus medianas.

a) Para calcular sus vértices se resuelven los sistemas formados por las rectas dos a dos:

3x—y—6=0}:>x=4} 3x—y—6=0}:>x=2} y=0}:>x=6}

3x+y—18=0 y==56 y=20 y=20 3x+y—18=0 y=20
Los vértices son A(4, 6), B(2, 0)yC(6, 0).

b) d(A, B) = \/(2 — 4) +
dA, O =1\/(6 — 47 +

d(C, B) = V2 - 6) + 0—02=
Es un triangulo isésceles porque tiene d Iados iguales y uno desigual.

O
|
0’1
Il
cF
o

=)
|
)
2
I
%a
o

C)MAB=<4;2.6;O)=(3,3) M3c=(2;6.0;0>=(4,0) MCA=<6;4.0;6>=(5,3)
g:gzg:§:>X;3=y__33:>x+y—6=0

R e B

H=ry0:6x—24=0—x=4

8102 Lasrectasrrx —y+1=0,six+y—-7=0,tt x -y —-5=0yu:x+ y—5=0 forman un
cuadrilatero.

a) Calcula la medida de sus lados y de sus angulos interiores.
b) ;Qué tipo de cuadrilatero es?

a) Al dibujar las rectas se observa cudles son los puntos de corte de cada dos de ellas que hay que obtener para calcular los
vértices pedidos.

y r Hay que resolver los sistemas formados por las rectas r y s, obteniéndose
el punto A(3, 4); s y t, calculando el punto B(6, 1); t y u, obteniendo el
punto C(5, 0), y ry u, con el punto D(2, 3).

: <AB) V6 —3F+ (1 -4 =1/18
=\VGE -6+ (017 =12

e

Como en el dibujo parece un rectangulo, los angulos interiores deben ser de 90°. Se calcula el producto escalar de los
vectores para comprobar si es cero.

AB -BC=0 D -BC =0 D DA =0 DA - AB =0
Por tanto, todos los angulos interiores son de 90°.

b) Es un rectangulo porque sus angulos interiores son rectos, y sus lados, iguales y paralelos dos a dos.
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

8.103 La piscina publica

En la figura se representa la situacion de cuatro localidades vecinas, A, B, C y D. Cada lado de la

cuadricula representa 1 kilémetro.
Los correspondientes municipios han deci-
dido construir una piscina publica. Sin em-
bargo, el Consistorio de D expone que no
dispone de presupuesto para su construc-
cién y se retira del proyecto. Los otros tres
ayuntamientos deciden, finalmente, cons-
truir la instalacién deportiva en un lugar
que equidiste de sus tres localidades y su-
fragando los gastos de forma proporcional
a su namero de habitantes.

a) Elige una referencia cartesiana situando el origen de coordenadas en el punto A y de forma que la
abscisa de B sea nula. ;Qué coordenadas tienen los puntos de cada localidad en esa referencia?

b) Situa el punto donde debe ser construida la piscina indicando las coordenadas que lo determinan.

¢) Calcula la distancia que separa el lugar de la piscina de cada una de las localidades A, By C, y com-
parala con la distancia que la separa de D.

d) El Ayuntamiento de C rechaza este primer acuerdo aduciendo que, al ser su poblacion mas nume-
rosa, la piscina debe quedar, como mucho, a 4 kilémetros de su localidad. Los Ayuntamientos de A
y de B aceptan la propuesta siempre y cuando la piscina equidiste de los mismos. Estudia las posi-
bilidades de situar la instalacion de acuerdo con las nuevas condiciones.

a) A(0, 0), B(6, 0), C(—2, 4), D(7, 7)

£ Mediatriz del segmento AB: x = 3
5 La mediatriz del segmento AC pasa por
I 0-20+4 .
( ) = (=1, 2) y es perpendicular a (-2, 4).
X+ 1 _ y - B _1 5
W - 1 ——2 S2y—-4d=x+1=y= 2x+2

b) Punto que equidista de A, By C:

X =3
1 5=PB4)
y=7*73

/ PA =PB =PC =\/3+4&=5km
c

///P PD =\/B—77+ (4 — 77 =5 km

La piscina dista lo mismo de D que de las otras tres localidades.

d) La instalacion deberia esta situada en algun punto del circulo de centro Cy
1 radio 4, y en la mediatriz del segmento AB. Como se aprecia en el dibujo, no
existe tal punto.

173



AUTOEVALUACION

8.A1 Calcula las coordenadas y el médulo de los vectores AB y CD.

14 I A0,3) B(8, —3) C(—4, 6) D(5,5)
D —

p AB (8, —6)

(9, —1)

e It < |AB| =8+ (=6 = 10
-8 |CD] = Vo + (1) =82
8.A2 Calcula:
a) 3(6, 2) + (5, —4) — 6(2, 1) b) 5[(7, —=2) + (-8, 1)] 0 (2, 3) — [(6, 1) — 4(-3, —-2)]

a)3(6,2) + (5, —4) — 6(2, 1) = (18, 6) + (5, —4) — (12, 6) = (11, —4)
b) 5[(7, =2) + (=8, 1)] = 5(—1, —1) = (=5, =5)
023 —1[61)—4-3-2]=@23) - [61)+(128)] =(23) - (189 = (~16, —6)

8.A3 Estudia si son perpendiculares:

a)u=(-2,8yv=(41 b)g=(-3,7yv=1(2-1)
a)u -v=(-2728)-(41) = —8+ 8 =0.Sison perpendiculares.
b)u -v=1(-3,7"-(2, —1) = —6 —7 = —13. No son perpendiculares.

8.A4 Calcula el angulo que forman los vectores:
a)i =(-1,6)yv=(31) b) 7 = (0, -2) y v = (0, 2)

3
a) cosa = 2 2.4 /(1) 2 = = .
V3 4+ 12\(-1)2 + 6 V103 50

020 -2 _ =4 _ ;1 =180

VIV
8.A5 Halla la distancia entre los puntos A(5, —9) y B(7, 2).

dia, B) =\(7 -5+ @2 + 97 =125 =5\/5

a = 56,79°

b) cosa =

8.A6 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB siendo A(4, 0) y B(—2, 6).

_(4—-2 0+6) _

8.A7 Escribe en todas las formas posibles la ecuaciéon de la recta:
a) Que pasa por el punto P(4, 1) y tiene la direccion del vector o = (-2, 5).
b) Que pasa por los puntos A(9, 4) y B(8, 1).

a) Vectorial: (x, y) = (4, 1) + t(—2, 5) b) AB = (—1, —3) Vectorial: (x, y) = (9, 4) + t(—1, —3)
.o x=4 -2t e o X=9—1t
Paramétricas: y=1+ St} Paramétricas: y=4- 3t}
oox—4 _y—1 . x—9 y—4
Continua: 5 =5 Continua: 7 T3
General: 5x + 2y — 22 =0 General:3x —y — 23 =0
Punto-pendiente: y — 1 = —% c(x —4) Punto-pendiente: y — 4 =3 - (x — 9)
Explicita: y = —%x L1 PO, 11); Q(% 0) Explicita: y = 3x — 23 P(0, —23); 0(233, 0)
., x Y _ . X Yy _
Ecuacién segmentaria: - + 1 1 Ecuacion segmentaria: E + —3 1
5 3
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8.A8 Comprueba si la recta 6x + 4y = 0 pasa por el punto (3, —3).
6:-3+4-(-3)#0 = 18—-12+0 = No pasa por el punto.

8.A9 Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene el mismo vector

x=—1+t}

Quer:'y — 3 4 5t

Vector (1, 5) y = 5x

8.A10 Estudia la posicién relativa de las rectas:

ayr:3x—-y+6=0 b)r:dx + 6y + 12 =0
s:3x—4y +2=0 s:2x+3y+9=0
3 —1 4 6 , 12
a)§¢_—4. Son secantes. b)i_ 3 #* 9.Son paralelas.

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El area minima de un triangulo

Todas las rectas de ecuacion y = ax + 1 forman triangulos con los ejes de coordenadas para diferentes va-
lores de a(a # 0). Calcula el valor de a para que el triangulo sea isésceles. ;Qué valor debe tener para que
el area del triangulo sea minima?

(0, 1)

\_(b, 0)

[y

y=ax+ 1

El valor de a podra ser positivo si la recta es creciente o negativo si es decreciente, y siempre la recta pasara por el punto (0, 1). Ana-
licemos la recta decreciente (la recta creciente sera simétrica al eje x = 0 y tendra los mismos resultados), el area sera:

_bx1 _ b
A= 22

El area del tridangulo serd minima, cuando b se acerque a cero, luego el area tenderd a cero.

El del tridngulo sera isosceles cuando b = 1y la recta pase por el punto (1, 0), entonces a = —1

También serd isosceles si b = —1y la recta pase por el punto (—1 0), entonces a = 1
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MATEMATICAS. 4°ESO-B. TEMA 6y7: Semejanza y Trigonometria

1.- Sabiendo que cosec a = 3, calcular las restantes razones trigonométricas.
2.- Calcula las razones de los siguientes angulos: a) -150° b) 1740°

3.- Simplificar las fracciones:

1+tg 2x sec’a-cos’a cosec® a-sen’ a
ay 1+otg®x tg Za 9 cosec’a- (2 - cos’ a)

4.- Calcular la longitud del lado y de la apotema de un octégono regular inscrito en una
circunferencia de 49 centimetros de radio.

5.- Tres pueblos A, B y C estan unidos por carreteras. La distanciade AaCes 6 kmyladeB
a C 9 km. El angulo que forman estas carreteras es 120°. é¢Cuanto distan A y B?

6.- Expresa en grados los siguientes angulos: a) 3 rad b) 22n/5rad c¢) 33n/10 rad.
7 .- Expresa en radianes los siguientes angulos: a) 316° b) 10° c) 1270
8.- Sabiendo que cos a = V4 , y que 2700 <a <360°. Calcular las restantes razones

trigonométricas.

9.- Sabiendo que tg a = 2, y que 180° < a <270°. Calcular las restantes razones
trigonométricas.

10.- Calcula las razones de los angulos: a) 225° b) 330° c) 2.655° d) —840°
11.- Comprobar las identidades:
a) tqg « +cotg « = secea  cosec « b) cotg® a = cos’ a+(cotg as cosa)z
——— =sen‘a:.cos’a+cos‘a
0 sec g d) cotga »seca = cosec a
12.- De un tridngulo rectangulo ABC, se conocen a = 5 my B = 41.7°. Resolver el tridngulo.
13.- De un tridngulo rectangulo ABC, se conocen a = 6 my b = 4 m. Resolver el tridngulo.

14.- Un arbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga. Encontrar el angulo de
elevacion del sol en ese momento.

15.- Un dirigible que esta volando a 800 m de altura, distingue un pueblo con un angulo de
depresion de 12°. ¢A qué distancia del pueblo se halla?

16.- Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda de 24.6 m tiene como arco
correspondiente uno de 70°.

17.- Calcular el area de una parcela triangular, sabiendo que dos de sus lados miden 80 m y
130 m, y forman entre ellos un angulo de 70°.

18.- Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su
copa bajo un angulo de 30° y si nos acercamos 10 m, bajo un angulo de 60°.

19.- La longitud del lado de un octégono regular es 12 m. Hallar los radios de la circunferencia
inscrita y circunscrita.

20.- De un tridngulo rectangulo ABC, se conocen b = 3 my ¢ = 5 m. Resolver el tridngulo.



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

1* cuadrante

1
sen e¢=— cosec @=23
3
1Y 8 242 3.5
COs g = 1—[§J =g =3 sec .-:r_—4
1 2
3 1
tg a= cotg a= 22
2.2 22 4
3
29 cuadrante
1
sen a¢=— cosec ¢ =3
3
2
O
1 2
3 1
tg &= =- =— cotg @=-2-2
SRS 7N 9
3
Ejercicio n® 2.

sen (—1500) =-sen 150° = —sen (18[]'“— BD“) =-sen30°= —%

1-

cos(-150°) =05 1509 =cos (180?-30°) = —cos 30° = g

tg(-150°) = -tg 150° = —tg (180° - 30°) = —(~tg 30°) =

| G

1740° | 360°
,.  300° 4

sernt1740% = 5en300° = sen [36[]0 - 6[]“) =—sen60° = —g

1

o= o= o o = D=_
cos 1740° =cos 300° = cos (36[] 6[]) cos 60 E;tgl?-’imo:—\@



Ejercicio n® 3.-

1
. 1+tg®x _ sec®’x  cos?x g%
1+ig-x 1 +cotg?®x cosec?x 1
1. 1+cotg % sen?x
1 — cos* a
seca-cos‘a sec*a-cos‘a _ cos @ _ 1-cos*a
5. tg “a tg “a tg?a cos® a-1g°a
(1 - cos® a)(1 +cos’ a) )
= , =14+cos*a
sen? a
coseca-sen’a cosec a—sen’ a 1 senhta

3.-

l1-sen*a l1-sen*a (1 +sen’? a) (1 — sen? a)

cosec’ a- (2 -cos’ a)

cosec® a-(2 - cos® a) “2-cos’a 2-costa

— - = =cos?a
l1+1-cos?a 1+sen?a 1+sen’a
Ejercicio n® 4.-
E =22°30"
2
| o
E =49.5en22°30'=18.75 |1=37.50 cm ap = 49 .cos 22030 = 45,27 cm
Ejercicio n®5.-
A B
/’// jf;
/’/
h
ok
i
/,/ 120° /
P /7 60°
A 6 km C H
CH =9cos60° BH =9sen60°

AB = f(6 +9c0s60°) +(9sen 60°F =13.077 km



Ejercicio n® 6.-

o 1800 a’—1800.3
1.- 3 o T

2x _2.180°

—rad =720
2. )
. 0
37 g o 31180° 40
3.- 10 10

Ejercicio n® 7.-

x 180° 316x /9@

—= &= = rad
1- a 316° 180 45

x  180* 10r =

= ag=_"—""=_""r
2.- ¢ 10° 180 18

n_180°  127x

= &
3.- e 127* 180

Ejercicio n° 8.-

— — CO5CC & — ———
4 4 15
45
1 tg @=-——3 —_fi5
Cos a=— sec a=4 1
4 : 4
Ejercicio n® 9.-
sec @=—1+4=-5 cos;r:-iz_ﬁ
N 5
sen :.:=2-[—“‘E}=—2;‘IE coseca=—“‘;§. tga=2
Ejercicio n® 10.-
sin[2250) =5in [18[]“+ 45“} =—s5ind5°= —g
1._

CDS(EESO) = COS (180“ +45°) =—Cc0s45° = —g

tan(225°) = tan{180°+45°) = tan45°=1

=171.887°=171°53'14" 3 8870.60 = 53.24'

0.24.60=14"
cotg &= —E
15

cotg a=—



$in(330°) = sin(360°~ 30%) =—sin 30°=

2.-
cos(330°) =cos (360°-30°) =cos30° = g
tan(330°) = tan(360°-30°) =—-tan30° = —g
2655° 3609
5.  135° 7
5en2655° = sen135° = sen[lBID“ - 45“) = send5” = ?2
(o] (] [=] =1 =] '\E
008 2655° = cos 135° = cos (1807 - 45%) = -cos 45 :—?; tg2655°% = -1
-840¢° | 360°
4. —120° _2

5in(—840° = sin (-120°) =—5in(180° - 60°) = -5in 60° = —g

cos {(—840°) = cos (—120°) = cos (180°—-60°) =—cos ED":—%

tan (-840°) = tan (—120°) = —tan {120°) = /3

Ejercicion®11.-

seha cosa senhla+cos’a 1
lga+cotg a= + = == = SECaCoseECa
1- COS@ Sena Cosa-Sena cosarsena

2
cos’a+(cotg a-cosa) =cos’ a+cotg a-cos’a =

2._
2
cCOos™ &
cos’a{l+cotg a)=cos® arcosec’a= ~—=cotg’a
sSchh™ a
1
sen’a+cos’a+cos 'a=cos’a(sen’a+cos’a)=cos’a=—
3.- sScC &
cos a 1 1
CDtQEIEEC5= ' = = COseC &
4- sena cosa seha
1 1 sen’a+cos?a 1
sec a+cosec’ a= + = =

5. cos’a sen’a sen’a.cos’a senas=cos’a



Ejercicion®12.-

41.7°

B C A b=a-senB b=5.5en41.7°=3.326Mm
O=90v—-41.,7°= 48 3o c=a cosB c=5 cosdl. 7*=3.733m
Ejercicio n® 13.-

A C‘=arcc05%=48.19“

B=90°-48.19°=41.81°C =assenC Cc=0:5en48.19°=4.47m

Ejercicio n® 14.-

50
d
60 tga:% a=39°48'43"
Ejercicio n® 15.-

d=3763.70m

Ejercicio n® 16.-
I
W 123 H \ o
35°
sen35°=E DA—£=21.44 Cit

O OA - sen35°



Ejercicion® 17.-

B
N 8om
h
A L e _ 130.80:5en70° _ 2
tom A h=80:sen70° #~ 3 =4886.40m
Ejercicio n® 18.-
h
h J3 h h h
g 30° = == = tg60° =1 31
X 10 m g 10+ x 3 10+x g P V3 x
103 ++/3x = 3h
~Bx=-h
1043 - 2h h =543
Ejercicio n® 19.-
360° O
Q= =45° —=22°30
8 2
AC (]
- OC=— " _ =14,49
Radio de la circunferencia inscrita: tg22°30" 0.4142
AC (4]
= = OoC=——__=15.68
Radio de la circunferencia circunscrita: sen22°30 0.3827

Ejercicio n°® 20.-

C 5

= - =— __=5.831
a senC a sen 59,04+ m

C=arctg %Z 59.04°

B =90°-59,04° = 30.96"



9 VECTORES Y RECTAS EN EL PLANO

EJERCICIOS PROPUESTOS

9.1 Dibuja cuatro vectores equipolentes al vector AB de la figura que tengan sus origenes en los puntos O,

C.DyeE.
Y
q
A \AB .C
O 1 X
'E
Y
D
LA
o\ 1 %
E

9.2 En la figura siguiente, identifica todos los vectores que sean equipolentes entre si.

Son equipolentes: AB y FE, BC y GF, (D y HG, DE y AH, EF y BA, FG y (B, GH y DC, HA y ED.

9.3 Dados los puntos A(—1, 3); B(2, 4); C(2, 0), y D(5, 1):
a) Representa los vectores AB y CD.
b) ¢Son equipolentes AB y CD?

a) %

AL, 3)etm

b) Si que son equipolentes porque tienen igual longitud, direccion y sentido.
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9.4

9.5

9.6

9.7

Representa el vector AB siendo A(2, 5) y B(—1, 4), y halla sus coordenadas y su médulo.

A(2,5)
B(-1,4) | —*

““ AB

Coordenadas: (—1, —4) — (2,5) = (-3, —9)

Médulo: |AB | = +V/(=3)2 + (—9)* = /90 = 9,49 unidades

Calcula el médulo y el argumento de los vectores U = (2, —3), Vv = (-1, 1) y w = (-1, —2).

|T| = +V/2* + (=3)* = +1/13 unidades

Argumento de U: tg o = 3 -1,5 = a = 123° 69’

2
V] = +V(=1)* + 12 = +1/2 unidades
Argumento de V: tg o = _L = -1 = a=315°

1

—

W] = +V(=1) + (—2)* = +V/5 unidades

Argumento de W: tg a = :—% =2 = a=063°26'6"

Dados U = (-1, 2) y v = (3, 1), calcula:

au+v=(-1,2+@31=(@223)

) =20 = —=2-(-1,2) = (=2, —4)
4-(3,1) =112, 4)

d —2U + 4V = (=2, —4) + (12, 4) = (10, 0)

(=5

Halla el médulo y el argumento de los vectores a + b ya- b, siendo 3 = (-1, 4) y b = (2, 0).

F+b=(-1,4+@20=q(0,4

|7 + b| = +\/12 + £ = +1/17 unidades. Argumento de & + b: tg o = 4

T=4=>(x=75°57’50”

a-b=(-1,4-20=(-34
| — b| = +V/(=3)* + 4 = 5 unidades. Argumento de ¥ — b: tg o = g -13 = a = —53°7 48

3
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9.8 Los vértices de un cuadrilatero son A(3, 7); B(7, 2); C(5, —4), y D(—4, 5).
Calcula la medida de los lados.

Halla el punto medio de cada lado.

a) AB = (7,2) — (3,7) = (4 —5) = d(A, B) = |AB'| = \/# + (—5)* = \/41 unidades
BC =5, —4) — (7,2) = (=2, —6) = d(B, C) = |BC| = V/(=2)* + (—6)* = \/40 = 21/10 unidades
D = (5 —4) — (—4,5 = (9, —9) = d(C, D) = |cD| = \/9* + (=97 = \/162 = 9\/2 unidades
DA = (4,5 — (3,7) = (-7, =2) = d(D, A) = |DA| = \/(=7)* + (=2)* = \/53 unidades

9.9 Determina los puntos medios de cada lado en el tridngulo de vértices A(2, 0); B(3, 3) y C(1, 2), y calcu-
la la distancia de cada punto medio al vértice opuesto del triangulo.

(243 043\ (5 3
MAB_< 2 ’ 2 )_<2:2>

— 5 3 -3 -3V 1 : 10 \/10

MABC = (1, 2) - (i, ?) = (T' 7) = d MAB: C |MA5C| = ( 2 > + > = 2 unidades
2

NpA = (2, 0) — (2, %) - (0 75) d(N,, A) = |NA| = [0* + ( 25) /% 2 unidades

— 3 1 —1Y 5 5

PuC =(1,2) — (3, 1) = (T 1) d(Py, C) = |PoC| = ( 5 > + 1= |7 = —5 unidades

9.10 Calcula las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas:
a) Paralela a U = (-1, —2) y que pasa por A(3, 0).

b) Paralela a U = (2, —5) y que pasa por A(—2, 4).
a) La recta pasa por el punto A(3, 0) y

, eva la direccion del vector ¢ = (—1, —2). Si P(x, y) es un punto cualquiera de la rec-
ta, al sustituir en la expresion p

llev

5’ + tU, resulta la ecuacion vectorial buscada:
X y) =G0 + t(-1,-2)

Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

x=3—1

y = —2t contER

xy) =60+ (-t -2)=3—-t —-2t) =
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b) La recta pasa por el punto A(—2, 4) y lleva la direccion del vector o = (2, —5). Si P(x, y) es un punto cualquiera de la rec-
ta, al sustituir en la expresion p = @ + tu, resulta la ecuacion vectorial buscada:

X y) = (=2,4) + tQ2, —5)

Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

(X y) = (=24 + 2t, =5t) = (—=2 + 2t 4 — 5t) =X = 2 T2t (it eR
y =4 — 5t

-3t

9.11 Halla dos puntos y un vector director de la recta de ecuaciones paramétricas son: X 2+t

Puntos:
eParat =0 = A(0, 2)
eParat=1 = B(—1, 3)

Vector director: U = (-3, 1)

9.12 Halla la ecuacién de las siguientes rectas en forma paramétrica, continua y general.

a) Recta que pasa por el punto A(—1, 2) y tiene la direccion del vector v = (-3, 7).
b) Recta que pasa por A(3, —3) y tiene por vector director v = (-1, 1).

a) Si P(x, y) es un punto cualquiera de la recta, al sustituir en la expresion p = & + tu, resulta la ecuacion vectorial bus-
cada:

xy)=(=12) +t(=37)
Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

x=-1-13t

y=2+ 7t conte R

y)=(=1,2)+(=3t,7t)=(-1 -3, 2+7t) =

Despejando t en cada ecuacion e igualando, se llega a la ecuacion continua:
-1 —x
3 “1—-x _y—2
fo Y= 2 =73 T3
7

t =

Por ltimo, operando en la ecuacion continua se obtiene la ecuacion general:
—7—-Ix=3y—-6=7n+3y+1=0
b) Si P(x, y) es un punto cualquiera de la recta, al sustituir en la expresion p = @ + tu, resulta la ecuacion vectorial bus-
cada:
xy) =G, —3) +t(=1.1)

Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

_ _ x=3—-1
y)=GB -3)+(-tt)=6B—-t -3 +1) :>y=—3+t

conte R
Despejando t en cada ecuacién e igualando, se llega a la ecuacion continua:

t=—-x+3

t=y+3 }:—x+3=y+3

Por dltimo, despejando en la ecuacién continua se obtiene la ecuacion general:
x+y=20
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9.13

9.14

9.15

9.16

166

Calcula las ecuaciones paramétricas, continua y general de la recta que pasa por los puntos A(—2, 0) y
B(3, 1).

Primero se determina un vector director, U, a partir de las coordenadas de A y de B.
u=G01-(=20=061

Si P(x, y) es un punto cualquiera de la recta, al sustituir en la expresion p = & + tu, resulta la ecuacion vectorial buscada:
xy) =61 +1t51)

Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:
3 + 5t
1+t

" contER

xy)=GB1+06,t)=B+541+1t) =

X =
y =
Despejando t en cada ecuacion e igualando, se llega a la ecuacién continua:

_x-3 _
t= 5 :>X53:y—1
t=y—1

Por ultimo, despejando en la ecuacion continua se obtiene la ecuacion general:
X—3=5%-5=x—-5%+2=0

Determina, en sus formas paramétricas, continua y general, la ecuacion de la recta que pasa por los pun-
tos A(2, —1) y B(2, 1).

Primero se determina un vector director, U, a partir de las coordenadas de A y de B.
u=021-@2-1=02

Si P(x, y) es un punto cualquiera de la recta, al sustituir en la expresion p = @ + tu, resulta la ecuacion vectorial buscada:
xy)=@1) +t02)

Operando e igualando, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

xy)y=@mnH+02t=021+2t = conteR

2
1+ 2t

X
y

Como x = 2, la recta es paralela al eje OY. La ecuacion continua no se puede hallar y la general es x — 2 = 0.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(—4, 2) y tiene pendiente m = 3.

A partir de la ecuacion punto-pendiente de la recta, y — 2 = 3 - (x + 4), se obtiene la ecuacién explicita: y = 3x + 14.

Estudia la posicion relativa de las rectas:

a)r=3x+2y—-7=0 s=2x-y=0
b)rr=x-2y-3=0 s'"=3x-6y+4=0

. 2 —1
a) Se comparan las ecuaciones generales de las dos rectas: 5l * -5 = las rectas son secantes.
. 1 -2 -3
b) Se comparan las ecuaciones generales de las dos rectas: 3= "¢ * 7 = las rectas son paralelas.



RESOLUCION DE PROBLEMAS

9.17 Ahora, los cuatro se colocan alrededor de una mesa con forma de hexagono regular, ocupando los cua-
tro lados consecutivos. ;Dénde acabara la caja?

La figura ilustra la situacion.

Y
Alvaro
Blas
1
0 ResultanteX
Claudia
Daniel

Las fuerzas de Alvaro y Daniel se compensan. Como Blas tira con menos fuerza, la caja acabara en el lado de Claudia.

9.18 En la misma mesa hexagonal se colocan cuatro personas con la misma fuerza, tres en lados consecuti-
vos y otro que deja uno libre a cada lado. ;Hacia dénde ira la caja?

La figura ilustra la situacion.

o

A4
4

Las fuerzas de la segunda y de la cuarta persona se compensan.
La resultante es la suma de los vectores correspondientes a las otras dos, que coincide con el vector que va hacia la segunda.

Por tanto, la caja ira hacia la segunda persona.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRETENERSE

Vectores en el plano

9.19 Calcula las coordenadas de los vectores AB y CD. ;Qué relacion existe entre ellos?

C Y
D AB =(0,2) — (3 —1) = (33
B @ =(1,3 - (-2,6 =@ -3
1 Por tanto, son vectores opuestos.
O 1 | X
A

9.20 Representa el vector de posicion del punto A(—7, 6). ;Cudles son sus coordenadas cartesianas?

A (-7,6) Y

Las coordenadas de OA son las mismas que las de A(—7, 6).

9.21 Las coordenadas del vector AB son (5, 3). Siendo B(—1, 4), calcula las coordenadas del punto A.

Sea Af(a,, a,). Entonces:
AB =(53)= (=14 —(a,a) = @,a) = (-1, 4 —(53) = (-6, 1)

Por tanto, A(—6, 1)

9.22 Calcula el médulo y el argumento de los vectores:

a) U = (4, 4) b) v = (-1, V3)
a) |U] = +\V/& + 4 =\/32 = 4\/2 unidades

Argumento de U: tg o = % =1 = a =145

3
Argumento de V: tg o = - = _\/§ — o= —60°

\/§ = 2/2 unidades

Z
-2

Q |W| = +V(=2)? + 2?

= 1= a=—45

Argumento de W: tg «
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9.23 Para cada caso, dibuja un vector:
a) De médulo 2 y argumento 30°
b) De médulo 4 y argumento 180°
¢) De médulo 1 y argumento 225°

v =(V31) b) v = (—4, 0) 0 W= <_T\/§ —T\/E)
Y Y Y
1
1 _AN31) A4,0 VN
ZESE 27
o 1 X

9.24
u = (5 12).

El médulo del vector v buscado es 1.

Operaciones con vectores

9.25 Opera:
a) (2, -1) - (4. 3)
b) 6(-3, 1) + (10, —2)
c) 2(—4, 0) — 3(-1, 2)

a) (2, -1) — 4,3) = (-2, -9

b) 6(—3, 1) + (10, —2) = (-8, —4)
0 2(-4,0) - 3(=1,2) = (=5, —6)
d) 4(1, —1) + 2(3, 0) = (10, —4)
e) B, — )— 5(1, =2) = (-2, 8)

f) 9.6 —2-(41) =014

9.26
a)u — (Vv + w)
b) 3u — 2(w - V)

o%w—m

au—(V+w-=

Dados los vectores U = (5, —3);

(5,-3) = [(=1,4 +@2,2]=(5 -3 -

d) 4(1, =1) + 2(3, 0)
e) 3, —1) - 5(1, -2)
f) (9, 6) — 2(4, 1)

Vv=(-14),y w = (2, 2), calcula:

d 5w —3v + u
e 2w +V)-u

f)%ﬁ—27+w

(1,6) = (4, —-9)

b) 3 —2W — V) =3-(5,-3)—2- 2,2 —(=1,4]1 =015 -9) —2-(3,6) = (9, —21)

0 50— D=3 1-1.4- 6.3 = (-3 5

d5w—-3¥+u=5-(2,2) —3-(=1,4) + (5 —3) = (10,10) — (-3, 12) + (5, —3) = (18, —5)
e 2w +Vv)—-Uu=2-[2,2+ (1,89 -6 -3)=2-(1,6) — (5, —3) =(=3,15)

=-(5-3)-2-(-1,4 +@2,2) = (T,

15 15

-9 -9
T) - (—2, 8) + (2, 2) = (T, T) —(4, —6) =

Calcula las coordenadas de un vector cuyo moédulo sea igual a 1 y que tenga la misma direccion que
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9.27 Calcula el valor de x e y en estas igualdades:

a) (5, —=9) = 3(x, y) — 2(x, 0)
b) (x, —4) = 2(y, 5) + (3, x)

) (2y, 0) = (x, y) — 2(x, 5)

d) Bx, —y) = 2(1, —x) + (v, 9)

a) (5, —9) = 3(x, y) — 2(x, 0) = {5_: =, {X =5

—17
b)(x,—4)=2(y,5)+(3,x):>{X_=E,V+3 :|y 5
X

9 Q10 = (y) — 2 5) = {zy_: X =2

d) (3x,—y)=z(1,—x)+(y,9):»{3)‘:2“’ :{;2‘7

9.28 Dibuja los vectores U(2, 5) y v (4, —1) y, a partir de ellos, calcula graficamente:

a) 3u Qu-Vv
b) —2v d3v +Vv
a) y 9] Y
A (6, 15) v
u-v o
14,
I ol 1
3u
1
ol 1 X
b) Y d) Y -
A (-8, 2)
o _
y 1 3u
-1 |0 X
3u+v
24,
o 2 X
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Distancia entre dos puntos. Punto medio

9.29 Calcula la distancia entre los puntos:
a) A3, 1) y B(2, 6)
b) A(—-2,9) y B(—1,7)
o) A(-4, -2) y B(-1, -5)
d) A(0, 7) y B(—4, 0)

a) d(4, B) =\/@2 — 3+ (6 — 12 = /1 + 25 = \/26 unidades
b) d(4, B) = V(=1 + 2> + (7 — 9% = /1 + 4 = \/5 unidades

A d(A B) = V(=1 + 47 + (=5 + 2)2 = \/9 + 9 = \/18 = 31/2 unidades

d) d(A, B) = V(=4 — 0P + (0 — 7)> = \/16 + 49 = \/65 unidades

9.30 Clasifica, en funcion de las longitudes de sus lados, el triAngulo de vértices ABC.
a) A(1, 1); B(4, 6), y €(7, 1)
b) A(-8, 0); B(—1, —5), y C(-1, 3)

a) d(A, B) =\/(6 — 1)? + (4 — 1 = \/25 + 9 = \/34 unidades
d(A, C) =\(7 — 17+ (1 — 12 =1/36 + 0 = 6 unidades

dB, C) = V@4 — 17+ (6 — 1 =\/9 + 25 = \/34 unidades
Es un triangulo isésceles porque d(A, B) = d(A, C) # d(B, C).

b) d(4, B) = \/(—1 + 87 + (=5 — 0% = \/49 + 25 = \/74 unidades

dA, Q) = V(=1 + 87 + (3 — 0 = /49 + 9 = \/58 unidades

dB, C) = V(=1 + 17 + 3 + 57 = \/0 + 64 = 8 unidades
Es un triangulo escaleno porque d(4, B) # d(A, C) # d(B, ().

9.31 Calcula las longitudes de las tres medianas del triangulo de vértices A(—2, 2); B(2, —1), y C(2, 4).

M= 312,20+ @ -0 = o 15):~o/(c,A/rAB)=\/(o—z) T4 = Jar - \/7 V2 unidades

Ny = % 12,8 + (=2, =(0,3) = dB, N,) = V(0 + 27 + 3+ 17 =14+ 16 = /20 = 21/5 unidades

1

7 2, -1+ (2, 4)] = <2, %) = d(A Py) = \/(2 + 2 + (% - 2)2 = /16 + % = \/ZE = \/26—5 unidades

Ecuaciones de la recta

Py =

9.32 Determina un punto por el que pase y un vector director de cada una de las rectas.

a)X_—23=.V';4 b)4X—y=0 C);:%;;t d)(x,y)=(4,0)+t(2’_6)
a) AB, —4) vV =1(-2,5

b) A(1, 4) v=10»1,4)

o A(2,5) Vv=1(-13)

d) A4, 0) vV =2, —6)
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9.33 Halla todas las formas de la ecuacion de la recta de la figura.
Y

Un vector director es AB = (—3, —4).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 4) + t(—3, —4)

Ecuaciones paramétricas: * _ —3t
P “y=4— 4t

i6n continua; - = ¥ =4
Ecuacion continua: = )

Ecuacién general: 4x — 3y + 12 =0
Ecuacion explicita: y = %x + 3

Ecuacion punto-pendiente: y = 4 — %x

9.34 Halla la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 3x + 2y — 6 = 0.

Se despeja la incognita y:

_ 3
y = 2x+3

_ =3
Luego m = 3

9.35 Escribe la ecuaciéon general de la recta que pasa por los puntos A(5, 0) y B(0, 2).

Primero se determina un vector director, U, a partir de las coordenadas de A y de B.
u=1(02 —(50=(52)

La ecuacion continua de la recta es:

X=5_Y
-5 2

Se despeja en la ecuacion continua y se obtiene la ecuacion general:
—2Xx+10=5 = 2x+5/+10=0

9.36 Calcula la ecuacion de la recta en la forma mas conveniente para cada uno de los siguientes casos.
a) Recta r que pasa por el punto (0, —3) y tiene pendiente 4.

b) Recta s que tiene la direccion del vector (5, 2) y pasa por el punto (6, 0).

a) La ecuacién punto-pendiente: y + 3 = 4x.

b) La ecuacion continua: X ; 6 _ %

9.37 Escribe la ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(—2, —1) y su vector director es equipo-
lente al de la recta (x, y) = (1, 3) + t(4, 7).

Xx+2 y+1
4 7

Un vector director de la recta es (4, 7). La ecuacion continua de la recta es
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9.38

9.39

9.40

9.41

Expresa en forma continua y paramétrica la ecuacion de la recta y = 2x + 1.
Un punto de la recta es A(0, 1), y un vector director es 4 = (1, 2).
La ecuacion continua de la recta es % = %
. fh x=t
La ecuacion paramétrica de la recta es y=1+ 2t teR

Halla la pendiente y un punto por el que pasa cada una de las siguientes rectas. Represéntalas grafica-
mente.

Y c)
a)X+1=y )5x—-2y+3=0

2 b)
XxX—3 _y-—2 X _y
= —_— =1

b) 5 -4 d) 8 5 a)
a) A(-1,0) V=21 m:%

1 d
b) AG, 2) V=5 —4) m=— o X

Qx=1=>5-1-2y+3=0=y=4= A(1,4)

7= _>
v=1(25) m=3
5

s /

Halla la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y tiene la misma pendien-
te que la recta y = 4x + 9.

d) A0, —5) V=(85) m

La pendiente de la recta es 4, y pasa por el punto A(1, 3).
La ecuacion punto-pendiente es y — 3 = 4(x — 1).

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y, en caso de ser secantes, halla su punto
de corte.

a)r=2x-5+7=0 s=x—-2y—-2=0 Qr=x-5+3=0 s=3x—-15y+8=0
b)r=6x+4y —-12=0 s=3x+2y-6=0 d)r=x+y—-5=0 s=3x—-2y=0

a) %# :—g = Son secantes.
_ _ 2x =5 +7=0
zi_g}};t;;g} = -2X+4+4=0 = Punto de corte (24, 11)
—-y+1M=0=y=1
x=2-11+2=24
b) g= % = _——162 = Son coincidentes.
Q) %=__—155¢%:> Son paralelas.
d) %#_1—2%7&_1—2 = Son secantes.
e _ 2x+2y —10=0
Xngy_ 23; g} = 3x— 2y =0 = Punto de corte (2, 3)
5 —10=0 = x=2
y=5-2=3
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9.42

9.43

9.44

9.45

9.46

174

Halla el punto de corte de las rectas r y s, y, a partir del resultado obtenido, indica la posicion relativa
de ambas rectas.

a)r=2x-3y+2=0 b)r=y=x-3
s=x-y+1=0 s=2x—-2y—-6=0
a)zxx__i’jj: 28}:”:;/—1=>2(y—1)—3y+2=0=>2y—2—3y+2=0=>y=0=>x=—1

El punto de corte es (—1, 0). Son rectas secantes.

y=x-—-3 . = _ _ _
b)2x—2y—6=0}:>2" 2k—=3)-6=0=>2X—-2+6=0=0=0

Las rectas tienen todos sus puntos comunes. Son rectas coincidentes.

Determina la posicion relativa de las rectas r = y = x — 3 y s, determinada por los puntos A(7, 5) y
B(-4, 1).

La recta s pasa por el punto A(7, 5), y un vector director es U = (=4, 1) — (7, 5) = (=11, —4). La ecuacion en forma conti-

nua de la recta s es: _11 —J _4 Se opera y despeja: 4x — 11y + 27 = 0.
La ecuacion ses: —x +y + 3 = 0.
Como T1 #* % son rectas secantes.

Estudia la posicion relativa de las rectas r y s sabiendo que r pasa por el punto (3, —6) y tiene por vec-
tor director 4 (—2, —4), y s pasa por el punto (6, 0) y su pendiente es 2.

La ecuacion continua de la recta r es: X__23 = yj46 . Se opera y se despeja: 2x — y — 12 = 0.

La ecuacion punto-pendiente de la recta s es: y = 2 - (x — 6). Se opera y se despeja: 2x — y — 6 = 0.

Como % = —: * —162 las rectas son paralelas.

Halla la ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto A(—2, 4) y es paralela a la que tiene por
ecuacion 7x — 14y + 3 = 0.

Despejando en la recta 7x — 14y + 3 = 0 se obtiene y = %x - % La pendiente de esta recta es %

Como la recta buscada es paralela a la recta 7x — 14y + 3 = 0, tendra pendiente % Por tanto, la ecuacion punto-pendiente

T+ 2.

de la nueva rectaesy — 4 = 3

Halla la ecuacién de la recta que pasa por A(3, 1) y por el punto medio del segmento CD, siendo C(—2, —4)
y D(-1, 6).

El punto medio del segmento CD es M, = % (=2 =1), (-4 +6)] = < 23, 1).

Un vector director de la recta que pasa por Ay por Mg, es U = <_T3 1) -3, 1= (_79 0). Como vector de la recta

buscada, tomamos uno proporcional a ( 29, 0). Tomamos como vector director (9, 0).

Por tanto, la recta buscada es una recta con vector director &' = (9, 0) y que pasa por el punto A(3, 1).

., . x =3+ 9t
La ecuacion paramétrica de la recta es =1



9.47

9.48

9.49

9.50

9.51

9.52

9.53

Dada la recta r: 4x + y — 1 = 0, escribe la ecuacion de otra recta s:
a) Paralela a r. b) Secante con r.

a) Por ser paralela a la recta r, su vector director sera proporcional al vector director de r. Un vector director de la recta r es

—

U = (—1, 4). Por tanto, la recta que pasa por un punto cualquiera, por ejemplo, (0, 0), y tiene vector director U es paralela
alarectar: 4x +y = 0.

b) La recta r pasa por el punto A(0, 1). Por tanto, cualquier recta que pase por este punto es secante a r. Por ejemplo, la recta
x+y—1=0.

Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto de cortede r: 8x — 5y +2 =0y s:2x+y -4 =0,
y por el punto A(0, 3).

Xx+y—4=0 8 +4y —16=0

Buscamos la ecuacién de la recta que pasa por A(0, 3) y B(1, 2).

8x—5y+2=0} 8X_'r’y+2=0}:y=2:x=1.EIpuntodecorteesB(1,2).

Primero se determina un vector director, U, a partir de las coordenadas de A y de B.
u=101,2-1(0,3=1(01,-1

La ecuacion continua de la recta es % = % Operando se obtiene la ecuacién general: x + y — 3 = 0.

Estudia si las rectas
rr3x+y-5=0
s:2x—-y =0
t: x+4y —-9=0
se cortan en un mismo punto y, en caso afirmativo, calcula sus coordenadas.
Se halla primero el punto de corte de dos de ellas:
3x+y—5=0}=>x 1
2x—y=20 y =2
El punto de corte de ry s es (1, 2).

Ahora se comprueba si ese punto perteneceat: 1 +4-2 —9 = 0.
Por tanto, las tres rectas se cortan en el mismo punto: (1, 2).

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Siendo A(1, 4) y B(0, 6), ;sera el vector fijo AB es un representante del vector libre v = (-1, 2)?

AB = (0, 6) — (1, 4) = (-1, 2). Si lo es, porque tienen las mismas coordenadas.

éSon equipolentes dos vectores opuestos? Razona tu respuesta.

No, porque tienen distinto sentido.

La direccion de una recta es la del vector u = (4, 2). ;Puede ser v (-2, —1) un vector director de esa
recta?

Si, porque son vectores proporcionales.

a) Razona si se puede determinar la ecuacion de una recta sabiendo que pasa por el punto A(0, 6) y
que su ordenada en el origen es 6.

b) ¢Y la de una recta que pasa por el punto A y por el origen de coordenadas?
a) No, porque la ordenada en el origen sea 6 quiere decir que pasa por el punto de primera coordenada 0 y de segunda coor-

denada 6, que es el punto A, y, por tanto, solo se sabe un punto de la recta, y para que quede determinada se necesita, al
menos, otro punto.

b) En este caso si es posible determinarla porque se conocen dos puntos por los que pasa.
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La recta r pasa por (5, —1) y tiene la direccion del vector o = (6, 2). La ecuacion de la recta s es
x—5_y+1
3 -4

. ¢Cudl es la posicion relativa de r y s?

La ecuacién continua de la recta r es = E > % Operando se obtiene la ecuacion general 2x — 6y — 16 = 0.

Operando en la ecuacion continua de la recta s se obtiene la ecuacion general de la recta s 4x + 3y — 17 = 0.

Como % # _TG, las rectas son secantes.

Explica cual puede ser la posicion relativa de dos rectas que tienen la misma pendiente.

Si tienen la misma pendiente, pueden ser paralelas (si no tienen ninglin punto comin) o coincidentes (si tienen todos los pun-
tos comunes).

Sin realizar calculos, indica cuales de los siguientes vectores tienen su argumento comprendido entre 90°
y 180°.

a) @ = (3, —4) b) V = (-1, 9) W = (-2, -2)

Para que su argumento esté comprendido entre 90° y 180°, la primera coordenada del vector ha de ser negativa, y la segunda,
positiva, ya que su representacion grafica debe quedar en el segundo cuadrante.

El Unico vector es el del apartado b.

Relaciona en tu cuaderno las rectas dadas por las siguientes ecuaciones con los elementos que les co-
rresponden.

x—5 -2 5
2 =y—4 =%
y+1=3x A(7, -2)
3x+8 —5=0|d =(1,5)
y=5+14 m=3
x;5=y_—42 conA(7,—2),y+1=3xconm=3,3x+8y—5=0conn=%ey=5x+4conU=(1,5)

¢Cudl es la posicién relativa de dos rectas

a) que tienen la misma direcciéon y un punto comin?

b) con distinta direccion?

C) que en su ecuacion punto-pendiente tienen la misma pendiente y el punto distinto?

a) Tienen todos sus puntos comunes. Son coincidentes.
b) Secantes.
) Si no tienen un punto comin y su direccién es la misma, son paralelas.

Si M es el punto medio del segmento de extremos A y B, ;cuales de los siguientes pares de vectores
son equipolentes?

a) AB y MB <) AM y BM
b) AM y MB d) BM y MA

a) No son equipolentes porque no tienen el mismo médulo.

b) Si son equipolentes: tienen igual direccion, sentido y médulo.
¢) No son equipolentes porque tienen distinto sentido.

d) Si son equipolentes: tienen igual médulo, direccién y sentido.
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PROBLEMAS PARA APLICAR

Para arrastrar una mesa muy pesada de tablero circular y con una pata en el centro, se atan dos cuer-
das y se tira de ellas como muestra la figura.

Si se utilizase una Unica cuerda para obtener el mismo resultado que con las dos anteriores, ;qué fuer-
za deberia aplicarse?

La fuerza que se ejerce sobre cada una de las cuerdas tiene el mismo maddulo, direccion y sentido que los vectores @ = (3, 6) y
b = (5, —6).

La cuerda se obtendria como resultado de sumar las otras dos.
F+b =036+ (5 —6) =(80).

Una maqueta de un barco de vela es empujada por la corriente del agua de un estanque que ejerce una
fuerza f, = (10, 8)(N). A su vez, el viento sopla con una fuerza f, = (-3, —1) (N).

¢De qué direccion y sentido es la fuerza resultante? ;Cual es su modulo?
El barco se desplaza segun el resultado de sumar a la fuerza de la corriente la del viento:
(10,8 + (=3, -1) =(7,7)

El barco se desplaza en el mismo sentido que la fuerza de la corriente.

Su modulo es: \/7* + 72 = /98 = 7\/2.

En un radar se observa el vuelo de dos aviones. Uno de ellos se encuentra en el punto de coordenadas
(5, 3) y se desplaza siguiendo la direccion del vector & = (—4, 7). La trayectoria del segundo queda de-
terminada por la recta de ecuacion 7x + 4y + 83 = 0.

Si continuaran su vuelo de forma indefinida, ;chocarian en algiin momento?

Trayectoria del primer avion: % = g = Ix+4y — 47 =0
Trayectoria del segundo avién: 7x + 4y + 83 = 0

- . 14, -4
La posicion relativa de los dos es: 7= #* 83

Las trayectorias son paralelas. Por tanto, no chocarian en ninglin momento.

Una cigliefia tiene su nido situado sobre una torre a 50 metros de altura. Ella esta sobre el suelo a
100 metros de distancia de la torre.

a) Si subiera hasta el nido en linea recta, ;cual seria la ecuaciéon de la trayectoria seqguida? ;Y cual la
pendiente de la misma?

b) ¢A qué distancia del nido se encuentra la cigiieia?

a) La posicion del nido respecto a esos ejes es (0, 50), y la de la cigliena sobre el suelo, (100, 0).
Yy —50 50 1

i6 2 —— = =2 =
Ecuacion de la trayectoria: 100 50 = M= 700 3

b) Distancia entre el nido y la cigiiefia: \/100° + 50° = 1/12500 = 501/5 metros
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Al dibujar una mesa de billar a escala, los vértices de la misma han quedado situados en los puntos de
coordenadas O(0, 0); A(0, 6), y C(12, 0).

a) Halla las coordenadas del cuarto vértice, B.

b) Si una bola se sitia en la mitad del lado AB y se pretende que llegue a la mitad del lado BC, ;qué
distancia recorrera?

¢) ¢Cual es la ecuacion de la trayectoria?
a) Como la mesa es rectangular, al situar los puntos en el plano se observa que C(12, 6).

b) El punto medio del lado AB es M,; = % - (12, 0) + (0, 6)] = (6, 3).

El punto medio del lado BC es Ny = % - [(12, 6) + (0, 6)] = (6, 6).

d(M, Ny = \/ (6 — 6)*> + (6 — 3)*> = 3 unidades recorrera.

) El vector director es Vv = MN,e = (6, 6) — (6, 3) = (0, 3). Como es un vector horizontal, la ecuacion de la trayectoria es
la recta horizontal y = 3.

Para regar los arboles de un jardin se van a colocar unas tuberias que comuniquen unos con otros.

Si dos de esos arboles estan situados en puntos de coordenadas A(4, 6) y B(9, 8) y otro de ellos en el
punto C(0, 6), ;seria posible conseguir que una tuberia recta pase por los tres a la vez?

x—4 y—6 xX—4 _ y—6
9-4 8-6 5 2 -
0-4_6-6_0-4_6-6
5 2 5 2

No se podria colocar una tuberia recta que pasara por los tres arboles a la vez.

Recta que une los puntos A y B:

Se comprueba si el punto C pertenece a esa recta:

Un barco lanza un mensaje de socorro. Su posicion viene dada por el punto A(1460, 765). Dos barcos si-
tuados en B(3525, 2490) y C(585, 3500) acuden en su ayuda.

Si los dos navegan a la misma velocidad y en linea recta hacia A, ;cual llegara primero?
Llegard primero el que esté mas cerca de A.
d(A, B) = \/(3525 — 1460)* + (2490 — 765)* = /7239850 = 2690,70 unidades
d(A, €) = V/(585 — 1460)° + (3500 — 756)° = 1/8245850 = 2871,56 unidades
Llegara antes el barco que esta en la posicion B.

Para hacer un tunel, se ha iniciado la excavacion desde dos puntos distintos.

Dibujada sobre un papel cuadriculado, una de las maquinas parte del punto A(130, 245) y sigue la tra-
yectoria determinada por el vector (2, —6). La otra ha partido del punto B(—70, 1445) y ha continuado
siguiendo la direccién de una recta de pendiente —3.

¢Han seguido las dos maquinas la misma direccion? ;Se juntaran en algin punto intermedio? Determi-

na las coordenadas del punto.

x—130 _y—245
2 -6

La trayectoria de la sequnda maquina: y — 1445 = =3 - (x +70) = 3x +y — 1235 =0

La trayectoria de la primera maquina: =3 +y—63=0

La direccion es la misma puesto que las dos tienen la misma pendiente, —3. No se juntaran puesto que son paralelas.

REFUERZO

Vectores en el plano. Operaciones y aplicaciones 14

9.68 Dados los puntos A, B, Cy D de la figura, calcula los vectores BA, CD, BC D
y AD. i
¢Cudles de ellos son equipolentes? 1
A=(4,05) B = (=1, -1) C=(1,-3); D = (6, 3) B/ O| 1 X
BA = (5, 6) BC = (2, -2) D = (5,6 AD = (2, -2)
Son equipolentes BA y CD, y también BC y AD. 1
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9.69 Dibuja el vector BA, con A(6, —4). Dibuja después tres vectores equipolentes a él que tengan su origen
en los puntos C(0, 7); D(1, —3), y E(8, —2).

¢Cudles son las coordenadas de estos nuevos vectores?

Y

S

1
o 1 X
v
w
\B"i
AMPLIACION
9.70 Halla el médulo y el argumento de:
a) 7 = (-9, 6) b) Vv = (-2, 8) ow=(-7,-1)

a) |u| = +V(-9?* + 6° = +\/117 unidades

Argumento de U: tg o = _ig = —15 = o = 146° 18’ 36"
b) |V] = +V/22 + 8 = +1/68 = 21/17 unidades
Argumento de V: tg o = % = —4 = a=104211"

O |w| = +\V(=7)? + (1) = +1/50 = 5\/2 unidades

Argumento de W: tg o = :—17 = 17 = a = 188° 7' 48"

9.71 Halla la distancia entre los puntos A(4, 9) y B(—2, 1).

d(A, B) = V(=2 — 47 + (1 — 9 = /36 + 64 = \/100 = 10 unidades

9.72 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(2, —5) y B(4, 1).

1
My = 5

5y (@ =5+ @ N =6 -2

9.73 Calcula:
a) (5, 9) + 2(-4, 8) — (6, 0)
b) 3(—4, 7) — (2, 6) + 5(1, —3)
o (7. 11) - [(4,9) + (-3, 1)]
d) (-6, 8) + 3[(5, —-2) + (4, 7)]
a) (59 +2(-4,8 — (6,0 = (519 + (=816) — (60 = (=9, 25)
b) 3(=4,7) — (2,6) + 5(1, =3) = (=12, 21) — (2, 6) + (5, —=15) = (=9, 0)
o (7, 1) —[4,9 + (=3, 1] =(@11)-(0,10 =(6,1)
d) (—6,8) + 3[(5, —2) + 4, 7)] = (—6,8) + 3 - (9,5 = (—6, 8 + (27, 15) = (21, 23)
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9.74

Calcula 5v — %W + @, siendo (8, 3); V(—1, —2), y W(0, 4).

WA T =5(-1,-2) — 0,4 + 8 3) = (3, -9

5v — 3

N —

Recta. Posiciones relativas

9.75

9.76

9.77

9.78

9.79

9.80
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-1 + 2t

Obtén un punto, un vector director y la pendiente de la recta de ecuaciones paramétricas: X 5¢

A(=1,0: 7 =@ 5): m= %

Escribe, en todas las formas posibles, la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3, 1) y tiene la di-
reccion del vector o = (5, 2).

Vectorial: (x, y) = (3, 1) + t(5, 2)

Paramétrica: X 3+t
y=1+2t
oo x=3 y-—1
Continua: 5~

General: 2x =5y —1=0
Punto-pendiente: y — 1 = % - (x —3)

1
5

u1|No

Explicita: y = —x —

Calcula la ecuaciéon general de la recta que pasa por los puntos A(—3, 6) y B(4, 1).

Z i ; = % Operando y despejando, se obtiene la ecuacién general de la recta

La ecuacion continua de la recta es

5x + 7y — 27 = 0.

Comprueba si el punto B(4, —6) pertenece a alguna de estas rectas.
a)y =9 — 3x b)5x +3y —2=0

a) -6 =9—-3-4 = —6 = —3.No pertenece.
b) 5-4+3-(-6) —2=0 = 0=0.Si pertenece.

¢Son secantes las rectas r: 4x — 5y — 2 =0y s: y = 2x — 4? En caso afirmativo, calcula su punto de
corte.

Se escribe la recta s en forma general: 2x — y — 4 = 0.

% # _75 Por tanto, son secantes.
4 — 5y —2=0

y=2x_4}=>4x—5-(2x—4)—2=0=>4x—10x+18=0=>x:3=>y:2

Se cortan en el punto (3, 2).

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas.

ayr:4x —6y +10 =0 b)r:2x + 3y +6 =0
s:2x—-3y+4=0 s:6x+9y +18 =0
a) £=_—6¢m = Son paralelas.
2 — 4
2 _3_ 6 .
b) =913 > Son coincidentes.
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Halla la ecuaciéon punto-pendiente de la recta que pasa por el punto P(0, 2) y tiene la misma pendien-
xX—1_y+2

-1 = 3 7
¢Cudl es la posicion relativa de las dos rectas?

te que

La pendiente de la recta es m = % = —3. Por tanto, la ecuacion de la recta buscada es y — 2 = —3x.

Como las rectas tienen igual direccién y carecen de puntos comunes, son paralelas.

AMPLIACION

Halla x en el vector ¥ = (x, 8) sabiendo que su médulo es 10.
MW=Vx’"+8=x>=100 —64 = x> =36 = x = *6

Entonces, U = (6, 8) o U = (-6, 8)

Determina, mediante vectores, si el triangulo de vértices A(—4, —2); B(0, 1), y C(3, 2) es rectangulo.
Primero se calculan los vectores AB, BC y AC de los lados y sus argumentos:

AB = (4,3) BC = (3, 1) AC = (71,4

Calculamos los argumentos de los vectores:

Argumento de AB tg o = % =075 > a = 36°52' 12"

Argumento de BC: tg o = % = o = 18°26' 6"

Argumento de AC: tg o = ; = a = 29° 44" 42"

El angulo en el vértice A es la diferencia entre el argumento del vector AB y el de AC:

A =36°52' 12" —29° 44" 42" = 7° 7" 30"

El angulo en el vértice B es el suplementario de la diferencia entre el argumento del vector AB y el del vector BC:
B = 180° — 36° 52" 12" — 18° 26" 6" = 124° 41’ 42"

Para hallar el angulo en el vértice C, solo hay que restar a 180° los otros dos angulos:

C =180° — 7°7" 30" — 124° 41" 42" = 48° 10’ 48"

Como no hay ningun angulo recto, el triangulo no es rectangulo.

Calcula la ecuaciéon general de la recta que pasa por el punto P(5, —4) y forma un angulo de 30° con
el eje de abscisas.
La pendiente es m = tg 30° = 3 Por tanto, la ecuacion punto-pendiente es y + 4 = T(X - 5).

Operando se obtiene la ecuacion general \/§x -3y — (12 + 5\/5) = 0.

Calcula la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto en el que 6x + 9y — 12 = 0

corta al eje de abscisas y es paralela a % + % =1

Para calcular el punto de corte con el eje de abscisas se tiene que y = 0. Entonces, siy = 0,6x — 12 =0 = x = 2.
La recta pedida pasa por el punto (2, 0).

La pendiente debe ser igual que la de % + L om= _—3. larectaesy = —— - (x — 2).

3 4 4
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9.86 Los lados de un triangulo vienen dados por las rectas de ecuaciones 3x — y — 6 =0, y

3x +y — 18 = 0.
a) Halla sus vértices.

b) Clasifica el tridngulo en funcién de sus lados.

¢) Halla las ecuaciones de las rectas determinadas por sus medianas.

a)

Para calcular sus vértices se resuelven los sistemas formados por las rectas dos a dos:

3Xx—y—-6=0 :>x=4 3Xx—y—-6=20 N
3x+y—18=0 y==56 y =

Los vértices son A(4, 6), B(2, 0) y C(6, 0).
d(A B) = V2 — 47 + (0 — 6) = \/40
d(C,B) =\V@2 — 67 + (0 — 07 =1/16 = 4

Es un triangulo is6sceles porque tiene dos lados iguales y uno desigual.

MAB:(4;2’6;0>:(3’3) MBC=<2;6,0;0)=(4,0)
MCA=<¥,°;6)=(5.3)

S I ST
)5(:52% X;2=%:>x—y—2=0

0y

9.87 Sabiendoquelasrectas r: x—y+1=0,s: x+y—-7=0,t: x—y—-5=0yu:x+y—5=0 for-
man un cuadrilatero.
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a) Calcula la medida de sus lados.

b) Comprueba si las diagonales se cortan en su punto medio.

vértices pedidos.

C(5,0), y ry u, con el punto D2, 3).

dia, B) =V6 — 37+ (1 — 42 =118 =32
dB,C) =65 — 67+ (0 — 17 =12

o 1 X d(C,D)=V@2 -5+ (3 —07=118=3\2
diA, D) =V2 -3+ 3 -42=12

-3 -4
b) Ecuacion de la diagonal AC: )S(j:h =>XX+y—-10=0
-6 _
Ecuacion de la diagonal BD: x> _y-1 =x+2y—-8=0
2-6 3-1
Punto de corte de las dos diagonales: 2+y=10=0 =>x+2-(10-2)—-8=0=>y=2=x=4
9 " x+2y—-8=0 y

Las diagonales se cortan en el punto P(6, —2).
El punto medio de la diagonal AC es M, = % - [(3,4) + (5 0] = (4, 2).
El punto medio de la diagonal BD es Ny, = % - (6, 1) + (2,3)] = (4, 2).

Por tanto, las diagonales se cortan en su punto medio.

a) Al dibujar las rectas se observa cuéles son los puntos de corte de cada dos de ellas que hay que obtener para calcular los

Y r Hay que resolver los sistemas formados por las rectas r y s, obteniéndose el
punto A(3, 4); s y t, calculando el punto B(6, 1); t y u, obteniendo el punto



PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

9.88 Se quieren plantar una serie de arboles en los limites de una finca. Para ello se ha realizado un esque-
ma y se ha adoptado un sistema de referencia, tal y como aparece en la figura.

Los vértices de la finca son los puntos:
A(0, 0), B(3, 9), C(9, 3), D(6, 0)

Y B

e En los vértices se colocaran cuatro pinos. @
¢ Entre los vértices A y B deben plantarse dos abetos.
e Entre los vértices B y C deben plantarse dos nogales. @

J—n . . C
Entre los vértices Cy D y entre los D y A se instalaran & ) S
D

dos y cinco setos, respectivamente. @

Con la ayuda de la referencia que se ha tomado, indica | | | | |~ /A
las posiciones exactas de los abetos, nogales y setos que 1
se quieren plantar.

—_

o Abetos: AB = (3,9) = —AB = (1, 3). Se debe colocar un abeto en el punto (0, 0) + (1, 3) = (1, 3), y otro en el punto

(1,3) + (1,3) = (2, 6).

1
3

¢ Nogales: BC = (6,6) = %E = (2, —2). Se debe colocar un nogal en el punto (3, 9) + (2, —2) = (5, 7) y otro en el pun-

to(5,7) + (2, —2) = (7, 5).
e Setos:

- = (-3, -3) = %ﬁ = (=1, —1). Se debe colocar un seto en el punto (9, 3) + (-1, —1) = (8, 2) y otro en el pun-
to(8,2) + (=1, —=1) = (@7, 1).
-DA = (6,0) = %m = (1, 0). Se deben colocar cinco setos en los puntos (1, 0), (2, 0), (3,0), (4, 0) y (5, 0).
9.89 Puzzle desordenado

En el siguiente grafico aparecen cinco rectas. La tabla indica las caracteristicas de estas cinco rectas, pero
las casillas estan desordenadas.

Reordena el puzzle de forma que cada recta se corresponda con sus caracteristicas.

Y
.. . Ordenada en e \
Recta Ecuacion Pendiente el origen ,
b y= %x + 1 -1 1 0.1 X
a
_ 3 2 c
c y =X 1 3 1 /
_ -3 -3
d y=—7x + 1 n 1
- _ 3
e y=-x+3 2 2
‘s . Ordenada en
Recta Ecuacion Pendiente el origen
a y=2 0 2
_2 2
b y=3x + 1 3 1
_3, _ 3 _
C y =X 1 a 1
_ 3 =3
d y T +1 1
e y=-x+3 =1 3
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AUTOEVALUACION

9.A1 Calcula las coordenadas y el médulo de los vectores AB y CD.

Y D

B

a) AB = (9, —4) — (0,3) = (9, —7). |AB| =9 + (—7)? = /81 + 49 = \/130
by (D =G5,7) —(—4,6)=(9,1). |D]=VV2+12=181+1=182

9.A2 Calcula:
a) 3(6, 2) + (5, —4) — 6(2, 1)
b) 5[(7, —-2) + (-8, 1)]
q (2,3) - [(6, 1) — 4(-3, —2)]

a) 3(6,2) + (5 —4) —6(2,1) =(18,6) + (5 —4) — (12,6) = (11, —4)
b) 5[(7, =2) + (=8, 1) =5+ (=1, =1) = (=5, =5)
0 (2,3) — 16,1 —4-3-2]=1(2,3 —1[6,1 — (=12, -8)] = (2,3) — (18,9) = (—16, —6)

9.A3 Obtén el médulo y el argumento de los vectores:
a)u=(7,2 o w = (-9, —6)
b) v = (0, 4) d) x = (-8, 0)

a) |u| = V7 +22=53

Argumento de U: tg o = % =075 = o = 15° 56’ 43"
b) [V] = V0P + 42 =4

Argumento de V: o = 90°

O |W] = V(=97 + (=6) = \/81 + 36 = \/117
—6_2
93

Argumento de W: tg o = = a = 213°41' 25"
d) [X] = V(-8?+0"=38
Argumento de X: tg a = —L8 =0 = a =180

9.A4 Halla la distancia entre los puntos A(5, —9) y B(7, 2).

dA,B) = V(7 =57 + 2 + 9 =V4+ 121 =125 = 5\/5

9.A5 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB siendo A(4, 0) y B(—2, 6).

T 26 + @ o) =q,3).

El punto medio del segmento AB es M,, = 3
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9.A6 Escribe todas las formas posibles de la ecuacion de la recta:
a) Que pasa por el punto P(4, 1) y tiene la direccion del vector ¥ = (-2, 5).
b) Que pasa por los puntos A(9, 4) y B(8, 1).

a) Vectorial: (x, y) = (4, 1) + t(—2,5) b) Vector direccion AB = (—1, —3)

Paramétricas: ; i ? ; éz Vectorial: (x, y) = (9, 4) + t(—1, —3)
x—4 y—1 Paramétricas: {X B 9 -t
Continua: ~——— = +—=— y=4-3t
. -9 — 4
General: 5x + 2y — 22 =0 Continua: X_1 = y_—3
Punto-pendiente: y — 1 = _TS - (x — 4) General: 3x —y —23 =0

_ _s Punto-pendiente: y — 4 =3 - (x — 9)

Explicita: y = —5=x + 11 Explicita: y = 3x — 23

9.A7 Comprueba si la recta 6x + 4y = 0 pasa por el punto (3, —3).
6-3+4-(-3)#0 = 18 — 12 # 0 = No pasa por el punto.

9.A8 Calcula la ecuaciéon general de la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene el mismo vector

-1+t
3 + 5t

que r: ¥
y

Un vector director de la recta es U(1, 5). La ecuacion general de la recta es y = 5x.

9.A9 Estudia la posicion relativa de las rectas:

ayr=3x-y+6=0 b)r=4x+6y+12=0
s=3x—-4y+2=0 s=2x+3y+9=0
3 —1 4 6 , 12
a) Como 3 #* 1 las rectas son secantes. b) Como =3 #* 97 las rectas son paralelas.

MATETIEMPOS
Sumas y mas sumas

Fijate en las siguientes sumas.

1+%=2

1+%+7H:L5
1+%—+2T1-+3.;_1=2£7
1+%+2T1+3;-1+43Tr1=zﬂ

Calcula las tres sumas que contintan la serie.
¢Cual crees que es el resultado si se suman infinitos términos?

Los siguientes términos seran:
1 1 1 1 1

L I T T B ML I B B S I B S Bt
1 1 1 1 -
"y 3t 3 27 3321 "6 5-4-3-2-17 %7
RIS B ! ! — 27

1721732173321 76-54-3-2-1
Construiremos la siguiente tabla:

Término 1 2 3 4 5 6 n
3 1 2 2.5 |2.666 e

Es la definicion del nimero e.
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MATEMATICAS. 4°ESO -B. TEMA 8: Vectores

.- Calcula el valor de k sabiendo que el médulo del vector V = (k, 3) es 5.

.= Si V= (3, 4), hallar un vector unitario de su misma direccion y sentido.

.- Halla las coordenadas del baricentro del tridngulo de vértices A(1, 2), B(-3, 4) y C(-1, 3).
Hallar las coordenadas de C, sabiendo que B(2, —2) es el punto medio de AC, A(-3, 1).

.= Averiguar si estan alineados los puntos: A(-2, —3), B(1, 0) y C(6, 5).

.- Calcula D para que el cuadrilatero A(—1, —2), B(4, —1), C(5, 2) y D sea un paralelogramo.

.- Las coordenadas de los extremos del segmento AB son A(2, —1) y B(8, —4). Hallar las
coordenadas del punto C que divide a AB en dos partes tales que AC es la mitad de CB.

8.- Si el segmento AB de extremos A(1, 3), B(7, 5), se divide en cuatro partes iguales, écuales son
las coordenadas de los puntos de division?

9.- Hallar el simétrico del punto A(4, —2) respecto de M(2, 6).

10.-Hallar el simétrico del punto A(3, —2) respecto de M(-2, 5).

11.-Del tridngulo ABC se sabe A(2, 1), B(1, 0) y el baricentro G(2/3, 0), calcula C.
12.-Dados A(3, 2) y B(5, 4) halla un punto C, alineado con Ay B, tal que CA/CB = 3/2

13.-Hallar un vector unitario de la misma direccion que el vector V= (8, —6).

NOUu,~,WNR=
1

14.-Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene como vector director V= (2, 5). Da su ecuacion
vectorial, paramétricas y continua.
15.-Escribir la ecuacion punto pendiente de:
a) Una recta que pasa por el punto A(—1, 3) y tiene un vector director V= (2, 5).
b) Una recta que pasa por los puntos A(—2, —3) y B(4, 2).
c) Una recta que pasa por A(—2, —3) y tiene una inclinacién de 45°.
16.-Escribir la ecuacion general de la recta que:
a) Pasa por A (1, 5) y tiene como vector director V= (-2, 1).
b) Pasa por A (1, 5) y tiene como pendiente m = -2.
17.-Hallar la ecuacién explicita de la recta que pasa por A (1, 5) y tiene como pendiente m = —2.
18.-Hallar la ecuacién de la recta que pasa por A(1, 3) y B(2, —5).
19.-Escribe de todas las formas posibles la ecuacidn de la recta que pasa por A(1, 2) y B(=2, 5).
20.-Hallar la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 3x + 2y — 7 = 0.
21.-Estudiar la posicion relativa de las rectas de ecuaciones:
1)2x+3y—-4=0 2)x—-2y+1=0 3)3x -2y -9
4)x+6y—-8=0 5)2x -4y -6=0 6)2x + 3y + 9
22.-éiSon secantes lasrectasr=x+y —2=0ys=x — 2y + 4 = 0? En caso afirmativo calcular el
punto de corte.
2 3.-Clasificar el triangulo determinado por los puntos:
a) A(6, 0), B(3, 0) y C(6, 3) b) A(4, -3), B(3, 0) y C(0, 1)
24.-De un paralelogramo ABCD conocemos A(1, 3), B(5, 1), C(-2, 0). Halla las coordenadas de D.
25.-Se tiene el cuadrildtero ABCD cuyos vértices son A(3, 0), B(1, 4), C(-3, 2) y D(-1, -2).
Comprueba que es un paralelogramo y determina su centro.
26.-De un paralelogramo se conoce un vértice, A(8, 0), y el punto de corte de las dos diagonales,
Q(6, 2). También sabemos que otro vértice se encuentra en el origen de coordenadas. Calcular:
a) Los otros vértices b) Las ecuaciones y longitud de las diagonales.
27.-Hallar la ecuacién de la recta que pasa por A(1, 5), y es paralelaalarecta2x +y+2=0
28.-Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —3) y es paralela a la recta que une los
puntos (4, 1) y (-2, 2).
29.-la recta 3x + ny — 7 = 0 pasa por el punto A(3, 2) y es paralela a la recta mx + 2y — 13 = 0.
Calcula my n.
30.-Dado el tridngulo ABC, de coordenadas A(0, 0), B(4, 0) y C(4, 4); calcula la ecuacion de la
mediana que pasa por el vértice B.

31.-Los puntos A(—1, 3) y B(3, —3) son vértices de un triangulo isdsceles que tiene su vértice C en la
recta 2x — 4y + 3 = 0. Si AC y BC son los lados iguales, calcula las coordenadas del vértice C.

0
0



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

5=4k®*+9 25=k?*+9 k =+4
Ejercicio n° 2.

B —~ 1 3 4
V=3 +# =5 W=§(3,4)=[§, =

Ejercicio n® 3.-

S

6[1_3_1, 2+4+6J=G(—1, £
3 3

Ejercicio n® 4.-
5 -3+X,

2

4=-3+X%¢ Ke =7
C(7. -5)

o 1+y.
2

I
|
N

-4 =1+¥, Yo =

Ejercicio n®5.-

1+2 0+3

= Si
6-1 5-0

Ll
Ll w

Ejercicio n® 6.-

—_—  —

B =0DC

(441, -1+2)=(5-Xp 2-Y¥p)

I=I— X, X, =0
D0, 1)
1=2_yn yn=1
Ejercicio n® 7.-
AC-1lcB
P

(X =2, y+1)= %(8— X, —4-y)

x—2=%(8—x) x =4
C(4, —2)

Il
|
M

1
y+l=5(4-y) y



Ejercicio n® 8.-

Ejercicio n® 9.-

AM = MA
X—-2=-2
y—-06=28

Ejercicio n® 10.-

y—-5=7
Ejercicion®11.-

2_2+1+x
3 3

_1+0+y

0
3

Ejercicion®12.-

CA 3
CB 2

3
3-x=2(5-
x 2( X)

3
2_y=2r4-_
y 2( y)

Q es el punto medio del segmento AB

1+7 3+5
o5 757) a4

P es el punto medio del segmento AQ

1+4 3+4 5 7
p[ 2 2 ]‘p[E’EJ

R es el punto medio del segmento B

44+7 4+5 11 9
R[ 2 2 ]‘Rff”EJ

(2-46+2)=(x-2,y-6)

x=0
A'(0, 14)
y =14

(—2-3, 0+2)=(x+2,y -2)

X ==7
A'(—?,IZ)
y=12
X =-1
C(-1,-1)
y=-1
Ch-2C8 tB—xJZ—y%=§@—x,4—y)
2 2
®x =90
C(9, 8
y=8



Ejercicio n® 13.-

. G-l et _3
v|=-64+36 =10 t=19'% o

Ejercicio n® 14.-

Ecuacion vectorial. X ¥ =(-1,3)+k-(2,5)

x=-1+2k
Ecuaciones parameétricas. y =3 +05k
x+1 y-3
Ecuacion continua. 2 5
Ejercicio n® 15.-
y—3=2(x+1) 2435 5. )
a) 2 o) TF2 6. YITE ) g 45°=1.y+3=x+2

Ejercicio n® 16.-

x-1 y-5 3
2 2 =7 Xx—-1=-2y+10 X+2y—11=0

b)y—S:—Z(x—l) Y—-0=-2Xx+2 2% +y—-7=0
Ejercicion® 17.-
y-5=-2(x-1) y-5=-2X+2 Y =-2%X +7

Ejercicio n® 18.-

x-1 y-3

_ 8x+8 _y -3
2_1 —5-3 ey

8x+y-11=0

Ejercicio n® 19.-

Ecuacion que pasa por dos puntos S-7~5-3

Ecuacion vectorial  (x,w)=(1,2V+k (-3, 3}

x =1 3k -1 -2
Ecuaciones paramétricas |y =2+3k Ecuacidn continua 3 3
Ecuacion general Xx+y-3=0 Ecuacion explicita Vy =-x+3

Ecuacion punto-pendiente y-2=-1-(x-1)



Ejercicio n°® 20.-

3x+2y-7=0 5.z=—§:~<+z m--2 h=r
2 2 2 2
Ejercicio n® 21.-
2_3_-4
Las rectas 1 y 4 son coincidentes, porque todosaeficientes son proporcionales: 4+ © -8

Lasrectas 2y 5ylas 1y 6 son paralelas resfaugnte, ya que existe proporcionalidad entre los
coeficientes de x y de y, pero no en el téerminepahdiente.

1 -2 1 2 3 -4
= = =" =
2 -4 -6 2 3 9
Ejercicio n® 22.-
1 1 . Xty-2=0 Fis = P02
I;-f3 Si {X-Z}"+4=D M (a)
Ejercicio n°® 23.-
C
B

B /Y|A _

a) —— % — J(AB)=[(3-67 +(0+07 =3

d(BC) = .6 -37 +(3-0¢ =3./2 d(AC)={(6-67 +(3-0F =3

d(AB) = d(BC) = d(AT) Isosceles . [4BO] -[d@B] +[¢@OT Rectanguio

b) d(AB) - J3-47+(0-37 -1+9 - /i0

d(BC) = (0-37 +(1-0F =~49+1 =10

d(AC) = f0-47 +(1-37 = f16+16 = 4.2

d(AB) =d(BC) = d{AC) Isosceles

[d(ﬁ)]z > [d(ﬁ)]2 + [d(ﬁ)]z Obtusangulo



Ejercicio n® 24.-

AD = BC (Xp-Lyp-3)-(-2-50-1)

D =(-6,2)

Wﬁ=ﬁ AB =(1-3,4-0)=(-2,4) DC=(-3-(-1),2-(-2))=(-2,4)
AD-BC (-1-3,-2-0)=(-3-1, 2-4) (-4, -2)=(-4, -2)

Es un paraleloaramo  Las diagonales se cortan en el punto medio

(3-3 0+7 o )
M[T’T] M- Area -d(A B)-d(C, r,,)
x-3 y-0 = -G =
d(A,B)=ya+16 =25  1-3  4-0 Fap =Xty =020
2 (-3)+2-6] 10 10
dC,r,) - - A=2-522=-20 ¢
A8 \E JE _“E
Ejercicio n° 26.-
B 6=0+2X8
| (6,2)=[0+2X3,0+2y3] B(12,4)
M es el punto medio de OB 2-2e
6=8th‘__
. 8+x. 0-y ‘
(6,2;! _[ 5 e 5 r:] C'l:4..4:l
M es el punto medio de AC 2=_D+2yc
x-8 y-0 o
Ecuacion de AC 4-8 4-0 x+ty-8=0
x-12 y-4 B _
Ecuacion de OB 12-0 4-0 x-3y =0

AC = f(4-87 +(4-0F =42 0B - (12-0)° +(4-0)* - 4/10



Ejercicio n°® 27.-

Ejercicio n°® 28.-

rls m =m, = 2-1 1 m,=—1 A2, -3)
-2-4 &
1

y+3=—g(x—2) X+6y+16 =0
Ejercicio n°® 29.-
Aer 3.3+n.2-7=0 n=-1

3 -1

— = — m = -6
s m 2
Ejercicio n°® 30.-

0+4 0+0 x-2 y-0
Maua TJT] MnB(ZU) B(4,0) f=ﬁ 2x -y -4 =0
Ejercicio n® 31.-
Ocr 2x, -dv.+3=0

d(AC) - d(BC) J(Xe 1P +(ye =3F = J(x, -3F +(yc + 3P

{2x{—4yc+3=[] c[E,5]

2%, -3y, -2=0 2%, -3y.-2=0 2



MATEMATICAS. 4°ESO -B. TEMA 9: Funciones

1.- Calcular el dominio de las siguientes funciones:

_EX?—S 2% -3 ot _ 3

2x* -3 2¥? -3 2x* -3

0 VITFT ) V0T Ao ) VO TR ABABRAT gy OO =VR-2

i f(x)=+—x+2 ) f() =¥ —6%+8 K) f(x)=—2¢ +63 -8 ) [(R)=~3% +4x +4
H—D

m) fGO) = +3+4 n) fOd=~=¢" —4x-4 7 T = ¢ — 432 +3x 0) foa = K —2
_ﬂK—Z f _ 3 +2 2u—3
) S+ 4
F(x)=ln—>— N ) F) = o=
u) w? i1 v) fx)-y1 ~COSX ) GE =968 -4) x) $2 - 5% + 6

2.- Hallar las funciones inversas de:

2x -3 F(x X +3

o fGO-2x+1 ) fOO==5= JFCO=C—5 G FG=xt g fG0 - -1

X+ 2

f(x)= g(x)=+/x

3.- Dadas las funciones: 2x +1 , Calcular:

a)df pfeg £ d) g™ e) Probar quef " of =i

4.- Realiza un estudio global de las siguientes funciones:

a b) 3 c)

o4 e=———

.......

'\_\ f‘l : :'. !.' : \.\ /

d) | &) : f



SOLUCIONES

Ejercicio n® 1.

aD=RF pD=Rk ()x+2=0 D=R-{-2} g)¥-1=0; x=+1; D =R - {1}
g) X +1=0; D= g% +2x+1=0 (x +1Y =0 D=k—{-1)
9) ¥} 4+3% +43%x+1=0 (x+1» =0 D=Rk-{-1}
h*-220 D=[2,x) ) X +220 D = (—0, 2]
Dx2—6x+820 D=[4m2]UDLm)m—f+ﬁx—83D D=[2,4]
) (x+2F =0 D=R yx?+x+420 D=R
ny{K+EYED D=-2
) XO¢ — b +3)20 x(x—1)¥x-3)=0 D=[0,1]U[3,o)
0)¥-2>0 D =(2,c0) p){ };:Z?, T:Ef)] D=[2,5)LI(5, =)
9 D=FE-{-1} yp-r D=R-{0} ,x-2>0 D = (2, )
u)ﬁm x>0 D=(Ur°°)v)1—cosx2[] cos x <1 D-R
w) OF = DO - ) =0; D=R-{-3,-2,2,3)

{x +4=0 [-4,w)
g L ¥ -5x+650 (-o0,2)1U(3,00) D=[-4,2)U(3 )

- . 4

-4 - 2_3 )

Ejercicio n° 2.

1 1 1 1
=2x+1 X==y-=— [Yx)==x-=
a)y 2Y 73 () 27 2
2x -3 4y +3 _ dx +3
= 4y =2x -3 X = f1(x)=
b)y 7] y _ 5 (x)=—



V(X -2)=x+3

c)y=x—2 ;yx—2y=x+3 x(y -1)=2y +3
g) Fx)=x* y = x° X =4 fy . () = 1 No es una funcion
e)y=m yl=x-1.x=-y*+1 Flx)=x3+1

Ejercicio n® 3.-

) gef =g [f(x)] =9 [;x:zl] - \12xx++21
a

fog =f[Q(x)]=f[J;):;ff;;—+4:?l

b)
X+2
= y(2x+1)=x+2
c) 2x +1
ZXV+Y =X +2 ZXY —X =V +2
¥ +2 -1 X +2
x(2y —1)= -y +2 X = 7 (X) =
( ) 2y -1 ?x—1
Z - Z
d)f(x)=4§ y =x.¥° =X gl(x) =X
X +2
1 1[ ] 4 ®x+2 - 2% +1 —4X+2—X—2
Fr =t =F"|FO )| =T [ J= = 2w 1 3x -
2y +1 2[x+2]_1 _2x+4—2x—1_?_x_*(x)
e) 23 +1 2% +1
Ejercicio n® 4.-
DOMINIO: ‘@ DOMINIO: Dol]f %JU {IIEU)
IMAGEN: [0 IMAGEN: (R-bo}
] CRECIMIENTO: (- W% ) J (o)
CREC|M|ENTO.(—mmju(’5fOGJ DECRECIMIENTO: 1
SIMETRIA: 17 HCOTACION: M)
ACOTACION: 11D _ MAXIMOS: flo Tisve
MAXIMOS: gu X=4 ["?fﬂfﬁ!@) MINIMOS: Vg T eve_
MINIMOS: Ou. x=3 (velativn) CONTTUTQDD: -4 IHLE
: ded) (nevtiable o X=1 -,
a) CONTINUIDAD: gw /{ b) D Gvhmded (uevtiab ¢) No es funcién
- (=3,
DOMINIO:-4:5 RAOA'\QEI'\?'% J ij
IMAGEN: £ 4)5 CRECIMIENTO- poMINIO: [-3 /%)
_ 5) : IMAGEN: 3,3
CRECIMIENTO: (7,0} 61 .DECRECIMIENTO: 0.00)
DECRECIMIENTO: (4 ,-Z) 00.2)  ‘SMETRIA: vo CRECIMIENTO: O_'(a :
SIMETRIA: N0~ _ ACOTACION: for k=3 y L=/ gt MENTOC=0
oo K=5 N L=-4 N | ' SIMETRIA: Vo
“ACOTACION: P \ MAXIMOS: ACOTACION: (i3 k=3 ; <) [=-3
MAXIMOS: WX:O(“H)J/‘; —4&5 MINIMOS: ) . MAXIMOS: 9u X= -3 (oks)
MINIMOS: éw x=-Z § x:@@f) CONTINUIDAD:D&DJI%LMM MINIMOS: oy X= ) (0ths)
) CONTINUIDAD: . £4, 5] ) telda by gu =1 y x=3 f) GONTINUIDAD: €5 (o v /i
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 6 ‘ Funciones

Se considera la funcidon que asigna a cada nimero real el doble de su cuadrado aumentado en 3 unidades.

a) Escribe su expresion algebraica. d) ¢Cudl es el dominio de la funcién? ¢Cudl es su recorrido?
b) ¢Cual es la imagen de 2? e) ¢(En qué puntos corta la funcién al eje 0X?
c) ¢Qué nimero o nimeros tienen como imagen 5? f) ¢En qué punto corta la funcion al eje OY?
A la vista de la grafica de la funcién f, establece: v
a) f(3) y f(9). \ / fix
b) EI dominio de f. \ 1 /
0

¢) Los puntos donde f corta los ejes coordenados. t X
Representa la siguiente funcidn definida a trozos:

X+ 2 si x= -2
f(x) = { x? si —2<x<1

2 —x si x=1

. 1
Dadas las funciones f(x) = 2x* + 5 y g(x) = M 3, calcula:
f(5)
a) f(3) + g(3) b) — c) f(x) — g(x)
9(5)
Halla el dominio de las siguientes funciones:
1 R

a) f(x) = —— b) f) = yx +1

Vx — 4
Considera las funciones f(x) = \/x -1 y g9gx) = x.
a) Calcula f(g(x)) b) Calcula g(f(x)) c) ¢Es f(g(x)) = g(f(x)?

Halla la funcién reciproca de f(x) = \/x + 1.

Considera un triangulo equilatero de lado x.

a) Expresa su altura en funcion del valor del lado (puedes usar el teorema de X
Pitagoras, pero recuerda que solo es valido para triangulos rectangulos).

b) Halla el valor de la altura cuando el lado mide 6 cm.

Una empresa de alquiler de coches tiene la siguiente tarifa: 30 euros por la formalizacion del alquiler del vehiculo
y 0,09 euros por kildmetro recorrido.

a) Calcula la expresion algebraica de la funcidon que indica el dinero a pagar segun los kilémetros recorridos.
b) ¢Cuénto tendra que pagar una persona que recorrié 120 kilémetros con un coche alquilado?

c) Dibuja la grafica de la funcion.

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato Actividades de refuerzo



1.

SOLUCIONES

a) f(x) = 2x* + 3. Y[ I/
b) f(2) = 11 A
y=2x2+3
c) flx) =2x* +3 =5 = 1
D22 =2 = x = *1 o1 L IX
d D) = R

A partir de la grafica de la funcién se observa
que para cualquier valor de x el correspondiente
valor de y es siempre mayor o igual que 3; por
tanto, f(D) = [3, +).

e) Como 2x> + 3 = 0 no tiene solucidén real, la
funcion no corta el eje 0X.

f) y = f(0) = 3 = f corta el eje OY en el punto
(0, 3).

La funcién dibujada es:

X =x—=2 si x=<3
f(X)_{4 si x=5

aungue no es necesario que los alumnos conozcan su
expresion algebraica.

a) f(3) = 4; f(9) = 4
b) D(f) = (=2, 31y [5, +»)

c) f corta el eje OX en los puntos (=1, 0) y (2, 0);
f corta el eje OY en (0, —2).

iy

4.

1 61
a) f3) + 93 =18+ 5+ - —3=—
3 3
p f5) _50+5 275 275
95 1 -14 14

5
1
c) f(x)—g(x)=2x2+5—<;—3)=

) 1 2x* + 8x
=2 +8—--=—"—
X X

Actividades de refuerzo

a) La expresion de f tiene sentido si x — 4 > 0
< x > 4; por lo tanto, D(f) = (4, +o0).

b) La expresion de f tiene sentido si x + 1 = 0
< x = —1; por lo tanto, D(f) = [—1, +o0).

~

fx?) =/x* — 1
giyx — 1 = (x — 1)* = —1

c) A partir de los apartados anteriores se concluye
que no.

a) f(gx)) =
b) g(f(x)) =

Intercambiando variables:
XxX=\y+1=> x*=y+1=>y=x*—-1

f=H(x) = x* — 1 es la funcién reciproca.

a) Aplicando el teorema de Pitagoras:

o e (XY
x2 = h +(2> -

—>h = XZ—X—Zzu X
4 2
3.6
b)h=\/ = 34/3 cm

a) f(x) = 30 + 0,09x, donde x representa los
kilémetros recorridos.

b) f(120) = 40,8 euros.

c)
421

40f
o 38F
e}
o 361

34f

f(x) = 30 + 0,9x

32
30
<~
O 20 40 60 80 100 120 140 km
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ACTIVIDADES DE AMPLIACION

9.

6 ‘ Funciones

Halla el dominio de las siguientes funciones:
1 X —

a fx) = —5—— b) f(x) =
| x> — 1] X +

1
Considera la funcion f(x) = \/1 + "

a) Calcula su funcién reciproca.
b) ¢Coincide el dominio de f con el de su reciproca?

N

N

Escribe la expresion algebraica de la funcion definida a trozos, representada por la siguiente grafica:

1N

2

Dadas las funciones f(x) = \/x — 1 y g(x) = x?, resuelve la ecuacion f(g(x)) = g(f(x)).

Un grupo de alumnos que prepara su viaje de fin de curso encarga a una empresa la fabricacion de camisetas
con el logotipo de su centro. Esta les cobra 18 euros por el disefio y 1,20 euros por unidad fabricada.

a) ¢Cuanto les costaria encargar 225 camisetas?

b) Escribe la funcion que da el precio total a pagar segiin el nimero de camisetas pedidas.

c) Si los alumnos disponen de 540 euros, icual es el nimero maximo de camisetas que pueden encargar?

d) Los alumnos han encargado 300 camisetas para venderlas a 3 euros. Solo han conseguido vender 242 uni-
dades. ¢Cudnto dinero han ganado o perdido en la operaciéon?

Con una cuerda de 36 centimetros se quiere construir un rectangulo, sin que sobre ni falte cuerda.
a) (Qué area tendra el rectangulo si la base mide 10 centimetros?

b) Escribe la funcion que da el area del rectangulo seglin la medida de la base del mismo.

c) ¢Cual es el dominio de la funcion anterior?

d) Represéntala graficamente.

Una empresa A de alquiler de coches cobra 30 euros por el contrato y 0,09 euros por kildmetro recorrido. Otra
empresa B no cobra por formalizar el contrato pero su precio es de 0,15 euros por kilémetro recorrido.
a) Si una persona desea alquilar un coche para recorrer 150 kildmetros, iqué empresa le resulta mas rentable?

b) Escribe las expresiones que representan las tarifas de las empresas A y B en funcién de los kilémetros
recorridos.

c) (A partir de qué nimero de kilémetros es mas rentable alquilar el coche en la empresa A?

Un vendedor comercial tiene un sueldo fijo de 600 euros al mes mas una comision del 15 % sobre las ventas
que realice.

a) ¢Qué sueldo cobrd un mes que vendié productos por importe de 4 808 euros?
b) Indica cual es su sueldo en funcién de sus ventas mensuales.
¢) ¢Cual fue el importe de las ventas un mes en el que cobrdé 1502,53 euros?

Expresa el area de un triangulo isésceles, cuyo lado desigual mide 8 cm, en funcidon de la medida de los otros
dos lados.
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SOLUCIONES

L aj-11#20 © xx-1%0 & x==*1
D) =R - {-1, 1}
X — 2 x=2 - - +
b) =0 x+2 — ,L + I+
X + 2 x2 ; j
x+2 + CI - .' +
Dy =R —[—-2, 2) 2 2
. \ 1
2. 2 Intercambiando variables, x = \/1 + ;?

b)

1
x2 —1

1
DK =14y = =

1
1+—=0 <=
X X x+1 ! !

[ SEEE— P
D = (—%, =11 U (0, +) S0

X2 —1#0 < x# *1
DIFYH =R - {-1, 1}

Solucién: D(f) # D(f™)

-2 Si—4<x< -2
) x si—2<x=1
3. f00 = 1 sil<x<3
4 —x si3<x<4
4. fgx0) = fx) = ¥ — 1
g(fe)) = gly/x — 1 = (Yx — 1)* = x — 1

Y=-1=x-12x-1=Kx—-1"=>x=1

a)

b)

c)

d)

18 + 1,2 - 225 = 288 euros.

f(x) = 18 + 1,2x euros, siendo x el nimero de
camisetas pedidas.

f(x) < 540 < 18 + 1,2x < 540 — x < 435
Pueden encargar como maximo 435 camisetas.

Han invertido f(300) = 378 euros, y con las ven-
tas han obtenido 3 - 242 euros = 726 euros; por
tanto, han ganado 348 euros.

a)

b)

La altura debe medir 8 cm; por tanto, el area
sera A = 10 X 8 cm? = 80 cm®.

Sea x la medida de la base en cm. La altura es:
36 — 2x
2
A(x) = x(18 — x) cm® = 18x — x* cm?®

cm = 18 — x cm

Actividades de ampliacion

X+1 X e O
= () xtl =

~

¢) No se considera cero como posible valor del area,
pues no seria un rectdngulo propiamente dicho.
Asi pues:

AX) >0yx >0 <
& 18x — xX*=x(18 = x) >0, x>0 <
S 18-x>0,x>0 < 0<x< 18

Solucién: D(A) = (0, 18)

a) En la empresa A le costaria: 30 + 0,09 - 150 =
= 43,5 euros y en la empresa B: 0,15 - 150 =
= 22,5 euros; por tanto, es mas rentable la em-
presa B.

b) Siendo x el nimero de kilémetros recorridos,
A(x) = 30 + 0,09x y B(x) = 0,15x.

c) Se trata de saber para qué valores de x,
Ax) < B(x).
30 + 0,09x < 0,15x = x > 500

Solucion: Superados los 500 km resulta mas ren-
table la empresa A.

a) Ese mes cobrd los 600 euros fijos mas la comi-
sidon correspondiente a los 4 808 euros:
15 - 4808
_|_ e
100

600 euros = 1321,2 euros

15x
b) f(x) = 600 + 100’ siendo x el importe de las
ventas mensuales.

15x
c) f(x) = 1502,53 = 600 + m? X = 6016,87

El importe de las ventas fue de 6 016,87 euros.

Aplicando el teorema de Pitagoras:

h> = x> — 4= h=1x - 16
Por tanto:
_ 8\x*— 16 .

2 __ 2 _ 2
> m° = 44/x 16 cm 8cm_/

A(x)
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